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Skupovi i relacije

"Umijeée postavljanja pravih pitanja i problema u matematici treba

vrednovati vise nego njihovo rjesavanje”

Georg Cantor
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Skupovi i relacije

Georg Cantor — utemeljitelj teorije skupova

Skupovske relacije

Skup je osnovni matemati&ki pojam pa se ne definira. e

Operacije sa skupovima

Skup ¢ine elementi koji su po nekom kriteriju povezani u

Svojstva operacija

- I Kartezijev produkt

cjelinu. ) )
Binarne relacije

Relacijena A X A

Prazan skup je skup koji nema niti jedan element. 7, 0%, ot

Svojstva bin. relacija

Oznaka za prazan skup je 0.

Relacija ekvivalencije

Parcijalni uredaj

Skup je zadan ako su poznati svi njegovi elementi. Funkeije kao relacije

Ako skup A sadrzi element a, to zapisujemo u obliku
a € A. Ako b nije element skupa A, to zapisujemo u
obliku b ¢ A.




Skup se moZe zadati na dva na&ina:

O Nabrajanjem elemenata skupa — ovaj nacin je
pogodan samo kada se radi o skupovima koji nemaju
veliki broj elemenata ili ako se radi o skupovima kod
kojih je jasno od kojih se elemenata sastoje ako se

navede nekoliko njihovih elemenata

A={3,8,12,—4}
B={% 9,1}
N={1,2,3,...}

Evo nekoliko istinitih relacija:

1
8cA, 1¢A &eB, 5H5€eN, §¢N
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Q Definiranjem karakteristi¢nog svojstva koji moraju .

elementi zadovoljavati da bi pripadali skupu.

Skupovi i relacije

Opéi oblik ovako zadanog skupa je S = {z | P(x)},

Skupovske relacije

Sto znadi da skupu S pripadaju samo oni elementi SEGETIETT

Operacije sa skupovima
koji zadovoljavaju predikat P(zx). Svojstva operacia
Kartezijev produkt

Binarne relacije

CZ{:L‘EN’3<:L‘<6} Relacije na A X A

7.0, pd

Svojstva bin. relacija

m elacija ekvivalencije
Q:{—|m€Z,nEN} ol s
n

Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije

Naravno, skup C' moZemo napisati i na prvi nacin
tako da nabrojimo sve njegove elemente
C ={3,4,5}.




Sa zadavanjem skupa bilo je dosta problema. Fregeov
pristup je bio da svako svojstvo definira neki skup.
Medutim, neki matematicari su uodili da takav pristup
dovodi do paradoksa, tj. da se moZe opisati skup i
specificirati objekt za koji se ne moze utvrditi da li

pripada ili ne pripada tom skupu.

Cantor — ne postoji skup svih skupova

Russellov paradoks o brijacu
U nekom selu postoji brija¢ koji brije sve one i samo one
suseljane koji ne briju sami sebe. Pitanje je tko brije

brijaca?
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Ako brija¢ brije sam sebe, onda on radi ono $to ne bi
smio jer mu u opisu radnog mjesta stoji da brije samo one
koji se sami ne briju.

Ako pak brija¢ ne brije sam sebe, morao bi to uraditi jer

on brije one koji se sami ne briju.

Fregeov princip da svako svojstvo definira skup ne vrijedi.
Zermelo je utvrdio da kod zadavanja skupa treba uvaziti
dodatan zahtjev da se elementi koji odreduju skup
uzimaju iz nekog univerzalnog skupa U na kojemu je
definirano svojstvo P(x). Najces¢e je jasno o kojem se
univerzalnom skupu radi pa se on ne spominje eksplicitno.

Skupove brojeva ¢esto koristimo kao univerzalne skupove.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Skupovi i relacije

Skupovske relacije
Partitivni skup
Operacije sa skupovima
Svojstva operacija
Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A

7, oS, pd

Svojstva bin. relacija

Relacija ekvivalencije

Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Skupovi brojeva

Skup prirodnih brojeva
N=1{1,23,...}
Skup cijelih brojeva
Z=4{...,-2,-1,0,1,2,...}
Skup racionalnih brojeva
(@:{T ‘ m € 7, nGN}
n
Skup realnih brojeva: R

Skup kompleksnih brojeva

C={z+yi|r,ycR, i*=-1}
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Kardinalni broj kona¢nog skupa

Neka je A skup koji ima kona¢no mnogo elemenata.
Kardinalni broj skupa A je broj elemenata koje taj skup

sadrzi.

Oznake za kardinalni broj skupa A su
kE(A), cardA, |A|
Mi ¢emo najcesCe koristiti oznaku k(A).

Kasnije ¢emo strogo matematicki definirati pojam
kardinalnog broja za bilo koji skup (koji ne mora imati

samo kona¢no mnogo elemenata).
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Primjer 1.

Skupovi i relacije
Odredite kardinalne brojeve skupova A = {1,2,5,8} i po———

upovske relacije
B = {a, b, C, d} Partitivni skup

Operacije sa skupovima
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Primjer 1.

Odredite kardinalne brojeve skupova A = {1,2,5,8} i

B ={a,b,c,d}.

Rjesenje.

Skup A ima &etiri elementa i skup B ima &etiri elementa,
pa je k(A) =4 i k(B) = 4. Ovdje odmah moZemo
primijetiti da ako dva skupa imaju isti kardinalni broj to

ne povladi da oni moraju biti jednaki, tj. da moraju imati

iste elemente.
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Skupovi i relacije

Zadavanje skupa

Skup A je podskup skupa B ukoliko su svi elementi

Partitivni skup

skupa A ujedno i elementi skupa B.

Operacije sa skupovima
Svojstva operacija

A g B & VZC(IIJ € A = X € B) Kartezijev produkt
Binarne relacije

Relacije na A X A
d

PP p

Svojstva bin. relacija

Relacija ekvivalencije

>

Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije
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Za dva skupa kaZzemo da su jednaka ukoliko sadrze iste

Skupovi i relacije

elemente. Zadavanje skupa

Partitivni skup

A — B @ (A C B /\ B C A) Operacije sa skupovima
Svojstva operacija
Kartezijev produkt
Binarne relacije

Pl’imjer 2. Relacijena A X A
. . ; 5. p€, o

Da li su skupovi A = {a,b,c} i B ={c,c,a,b,b,b} Svajstva bin. relacija

Relacija ekvivalencije

Jjednaki?

Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije
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Za dva skupa kaZzemo da su jednaka ukoliko sadrze iste

Skupovi i relacije

Zadavanje skupa

elemente.

Partitivni skup
A — B @ (A g B /\ B g A) Operacije sa skupovima
Svojstva operacija
Kartezijev produkt
. . Binarne relacije

Primjer 2. Reacie na A x A
7. 0%, p?

Da li su skupovi A = {a,b,c} i B ={c,c,a,b,b,b} Svajstva bin. relacija

Relacija ekvivalencije

_j Ed na k i ? Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije

Rjesenje.
A = B zato jer oni sadrZe iste elemente. Nije vaZno ako
je neki element napisan viSe puta i nije vaZan redoslijed

kojim su elementi napisani.




Pravi podskup

Skup A je pravi podskup skupa B ako je A podskup od

B i B sadrzi barem jedan element koji nije sadrzan u A.
ACB< (ACBANA#B)
Vrijedi takoder

ACB& (ACBAJz(zeBAz¢A)
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Neka je X = {1,2,3}, Y = {a,1,b,3,2,2}. Tada je
X CY jer je svaki element skupa X ujedno i element
skupa Y. Medutim, vrijedii X CY jerje X CY i
X£Y.

Za skupove brojeva vrijede sljedece inkluzije
NczZcQcRcC
Octito je da vrijedi

Propozicija 1.

Za svaki skup A vrijedi AC Ai ) C A.
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{0y -

{0} -

Ovo je prazan skup i on nema niti jedan e-

lement.

Ovo nije prazan skup. To je skup koji sadrZi
jedan element i taj element je ba$ prazan
skup. Kratko re¢eno, ovo je skup koji sadrzi

prazan skup, tj. 0 € {0}.

Ovo je skup koji sadrzi jedan element i taj
element je skup koji ima jedan element i taj
element je ba$ prazan skup. Kratko reéeno,
to je skup koji sadrzi skup koji sadrzi prazan

skup, tj. {0} € {{0}}, ali 0 ¢ {{0}}.
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{0,{0}} — Ovo je skup koji ima dva elementa 0 i {0}.

{{0,{0}}} — Ovo je skup koji ima samo jedan element

{0, {0}}.
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{0,{0}} — Ovo je skup koji ima dva elementa () i {})}. (RS
Prof.dr.sc. Blazenka

{{0,{0}}} — Ovo je skup koji ima samo jedan element Divjak
{Q)’ {0}} Skupovi i relacije

Zadavanje skupa

. . Partitivni skup
Primjer 3.

Operacije sa skupovima

Svojstva operacija

Objasnite zasto vrijede sljedece relacije: ) C {{0}} i Kartesien produkt

{0} € {{0}}. e

d

7, 0%, p

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




{0,{0}} — Ovo je skup koji ima dva elementa () i {})}. (RS

Prof.dr.sc. Blazenka

{{0,{0}}} — Ovo je skup koji ima samo jedan element Divjak
{Q)’ {@}} Skupovi i relacije

Zadavanje skupa

. . Partitivni skup
Primjer 3.

Operacije sa skupovima

Svojstva operacija

Objasnite zasto vrijede sljedece relacije: ) C {{0}} i Konerien mrodube

{0} £ {{0}}. e 4 x4
7. 0%, p?

Rjeéenje_ Svojstva bin. relacija

Relacija ekvivalencije

Parcijalni uredaj

0 C {{0}} vrijedi zbog toga jer je prazan skup podskup

Funkcije kao relacije

svakog skupa.
Sto se tite druge relacije, s lijeve strane imamo skup koji

ima jedan element i to ba$ prazan skup, tj. () € {0}, ali

0 ¢ {{0}} iz Cega slijedi {0} Z {{0}}.




Matematika (PITUP)

Partitivni skup

Prof.dr.sc. BlaZzenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa

Skupovske relacije

Partitivni skup skupa A je skup svih podskupova od A. ——
Svojstva operacija
Partitivni skup skupa A oznatavamo sa P(A). Kartezijou produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A
PA)={X: X CA} 7.0 ot
Svojstva bin. relacija

Relacija ekvivalencije

Kako je D € A i A C A, slijedi da je partitivni skup uvijek BEEEEES

Funkcije kao relacije

neprazan skup.
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Primjer 4. .
Skupovi i relacije

Odredite partitivni skup skupa A = {a, b, c}. Hetlveio i

Skupovske relacije

Operacije sa skupovima
Svojstva operacija
Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A

2, 0%, pd

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj
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Primjer 4.

Skupovi i relacije

Odredite partitivni skup skupa A = {a, b, c}. Hetlveio i

Skupovske relacije

R_leéenje. Operacije sa skupovima
Svojstva operacija
Kartezijev produkt

P(A) = {0,{a}, {b},{c},{a,b},{a,c}, {b,c}, A}. Binarne relacije

Relacijena A X A
2, 0%, pd

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije
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Primjer 4.

Skupovi i relacije

Odredite partitivni skup skupa A = {a, b, c}. Hetlveio i

Skupovske relacije

R_leéenje. Operacije sa skupovima
Svojstva operacija
Kartezijev produkt

P(A) = {0,{a}, {b},{c},{a,b},{a,c}, {b,c}, A}. Binarne relacije

Relacijena A X A
7. 0%, p?
Svojstva bin. relacija

Relacija ekvivalencije

Uotimo da je u prethodnom primjeru bilo k(A) = 3, a Parcijalni uredaj
Funkcije kao relacije
k(P(A)) =8 = 2% = 254 To vrijedi i opéenito za bilo

koji kona¢an skup A.




Propozicija 2.
Neka je A kona&an skup i k(A) = n. Tada je
kE(P(A)) =2".

Dokaz.

Trebamo prebrojiti sve podskupove skupa A. Preciznije,
trebamo vidjeti koliko k-&lanih podskupova ima skup A4,
pri &emu je k € {0,1,2,...,n}. Broj k-¢lanih
podskupova u n-¢lanom skupu jednak je (Z) Stoga je

ukupni broj podskupova skupa A jednak

iy =3 (1)
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Uvrstimo li x = y = 1 u binomnu formulu

n

n _
()" =) (, )" "
k=1
dobivamo .
n
W =
> 1)
k=0

pa je zaista
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Skupovi i relacije

s n n . . Zadavanje skupa
Unija dva skupa A i B je skup AU B koji se sastoji od Srumote sl
Partitivni skup

elemenata skupa A i elemenata skupa B.

Svojstva operacija
A U B = {(E T € A V x € B} Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A
7. 0%, p?
Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije

AUB
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Presjek dva skupa A i B je skup AN B koji se sastoji od

elemenata koji pripadaju skupu A i skupu B. Senihbebeiis

Zadavanje skupa

Skupovske relacije

ANB= {LE T €EANZE B} Partitivni skup

Svojstva operacija
Kartezijev produkt
Binarne relacije

Relacijena A X A
d

PP p

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije

Za skupove A i B kazemo da su disjunktni ako nemaju

zajednitkih elemenata, tj. ako je AN B = 0.
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Definicija unije i presjeka se moze proSiriti na vise od dva Biiak

Sku pa. Skupovi i relacije

Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Unija n skupova Ay, Ao, ..., A, je skup partivnlishu;
n Svojstva operacija
Kartezij dukt
J4i= AUAU - VA, = {z:z € AiVa e AV vz A,) [
Binarne relacije
i=1 Relacijena A X A
2, 0%, p?
Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije

Presjek n skupova Aq, Ao, ..., A, je skup Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije

[Ai = AiNAsn--NA, = {z 12 € Ay Az € Ay A+ Az € Ay}

=l
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Razlika dva skupa A i B je skup A\ B koji se sastoji od

Skupovi i relacije

elemenata koji pripadaju skupu A, a ne pripadaju skupu PR
B.

Skupovske relacije

Partitivni skup
A\B={z:x€ ANz ¢ B} . .

Svojstva operacija
Kartezijev produkt
Binarne relacije

Relacijena A X A
d

PP p

Svojstva bin. relacija
A B Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije
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Komplement skupa A je skup A€ koji se sastoji od svih
Skupovi i relacije

elemenata iz univerzalnog skupa U koji nisu elementi

Zadavanje skupa

Skupovske relacije

skupa A. Ponekad komplement od A oznaavamo s C'A

Partitivni skup
ili kada Zelimo naglasiti univerzalni skup s Ci7A. po -
vojstva operacija
© Kartezijev produkt
A = U \ A = {1‘ X € U /\ X ¢ A} Binarne relacije
Relacijena A X A
d

PP p

U Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije
AC Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Matematika (PITUP)

Primjer 5. Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Neka je U = {z € N: 1 < x < 10} univerzalni skup i
neka je A =1{1,2,5,6,7,8} i B ={3,4,8,1}. Odredite oo s
A U B, A ﬂ B, A \ BI B \ A [AC Skupovske relacije

Partitivni skup

Skupovi i relacije

Svojstva operacija
Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A
2, 0%, p?

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Matematika (PITUP)

Primjer 5. Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Neka je U = {z € N: 1 < x < 10} univerzalni skup i
neka je A =1{1,2,5,6,7,8} i B ={3,4,8,1}. Odredite oo s
A U B, A ﬂ B, A \ BI B \ A [AC Skupovske relacije

Partitivni skup

Skupovi i relacije

Rj e ée nj e. Svojstva operacija
Kartezijev produkt

Binarne relacije

AUB = {1727 57 6’7’8;3,4} Relacijena A X A

2, 0%, pd

A ﬂ B — {1’ 8} Svojstva bin. relacija

Relacija ekvivalencije
ALJE = 185,87 S
B\ A={3,4)

A° = {3,4,9,10}




Matematika (PITUP)

Svojstva skupovskih operacija

Prof.dr.sc. BlaZzenka
Divjak

Skupovi i relacije
o ldempotentnost Zadavarie skupa
Skupovske relacije

Partitivni skup

AUA=A, ANnA=A

Operacije sa skupovima

Kartezijev produkt

o Komutativnost

Binarne relacije

Relacijena A X A
d

PP p

AUB=BUA, ANB=BnA

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

@ Asocijativnost

Funkcije kao relacije

(AUB)UC = AU(BUC)
(ANB)NC=An(BNC)




o Distributivnost

AU(BNO)

Il
N
C
&
»
=
C
Q

An(BucC

I

D
C
s
i)

@ De Morganovi zakoni

(ANB)° = A°UB°
(AUB) = A°NB°

@ Zakon involucije
(A9 =A

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup

Operacije sa skupovima

Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A
2, 0%, pd

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Matematika (PITUP)

o Zakon identitete Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

AUD=A, And=
AuU=U, ANU=

Skupovi i relacije

Zadavanje skupa

N oS

Skupovske relacije
Partitivni skup
Operacije sa skupovima
Primjer 6.
Kartezijev produkt
DokaZite da je (AU B)¢ = A°nN BC. Biname relacie
Relacijena A X A
7, 0%, p¢
Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




o Zakon identitete

AUD=A, AnO=0
AUuU=U, AnU=A

Primjer 6.

DokaZite da je (AU B)¢ = A°N B¢,

Rjesenje.

Dokazat ¢emo ovu jednakost na dva nacina. Prvi nadin je
pomocu tablice pripadnosti koji se ne moze uvijek
primijeniti, a drugi na&in je direktan koji se bazira na
definiciji jednakosti dva skupa. Drugi nacin je zapravo

pravi matematicki dokaz.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup

Operacije sa skupovima

Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A
2, 0%, pd

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Pomocu tablice pripadnosti Llatenatika(BITUR)

Ako izaberemo neki element z iz univerzalnog skupa U, "'°f-d';‘f;‘i'aie""a
ivja

tada u slu¢aju dva skupa A i B imamo samo 4 moguca
X Skupovi i relacije
slu¢aja:

Zadavanje skupa

Skupovske relacije

(1) reA xeB (2) r€eA x ¢ B PartitivTisklnp .
3)z¢ A, z€B 4z ¢ A ¢ B

Kartezijev produkt

Binarne relacije

Na temelju toga radimo tablicu pripadnosti koja se radi Relacije na A x A
na sli¢an nadin kao i semantic¢ka tablica za formulu th”bi i
algebre sudova. Relacija ekvivalencije
et i
A|B|AUB | (AUB)° | A° | B¢ | AN B¢ LR
€ € ¢ ¢ | ¢ ¢
€|¢| € ¢ ¢ | € ¢
¢l€| € ¢ €| ¢ ¢
¢ | ¢ ¢ € €| € €




Direktan dokaz preko definicije jednakosti skupova

Relacija (AU B)¢ = A°N B¢ je zapravo jednakost dva
skupa, a iz definicije jednakosti skupova slijedi da

moramo dokazati da vrijede sljedece inkluzije:

(AUB)*C A°NB° i A°NB°C (AUB)".

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup

Operacije sa skupovima

Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A
2, 0%, pd

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Direktan dokaz preko definicije jednakosti skupova

Relacija (AU B)¢ = A°N B¢ je zapravo jednakost dva
skupa, a iz definicije jednakosti skupova slijedi da

moramo dokazati da vrijede sljedece inkluzije:
(AUB)*C A°NB° i A°NB°C (AUB)".

DokaZimo prvo da je (AU B)¢ C A°N B¢. Moramo
zapravo dokazati da je svaki element skupa (AU B)°
ujedno i element skupa A¢N B€. Uzmimo stoga bilo koji
x € (AU B). To znati da = ¢ AU B. Ako neki element
ne pripadi uniji dva skupa, tada on ne pripada niti jednom
od ta dva skupa. Dakle, z ¢ A iz ¢ B.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup

Operacije sa skupovima

Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A
7, oS, pd

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




No, tada je x € A i x € B. Stoga je x € A° N B¢ (ako
neki element pripada nekim dvama skupovima, tada on
pripada i njihovom presjeku).

Sjetimo se sada od &ega smo krenuli. Uzeli smo bilo koji
x € (AU B)¢ i dokazali da je tada x € A°N B¢, tj.

dokazali smo
Vz(z € (AUB)® = z € A°N B°),
a to znadi da je

(AUB)¢ C A°N B°.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup

Operacije sa skupovima

Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A
2, 0%, pd

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Na sli¢an na&in dokazujemo da je AN B¢ C (AU B)°.
Uzmimo bilo koji y € A°N BC. |z definicije presjeka dva
skupa slijedi da je tada y € A° iy € B¢ lz definicije
komplementa skupa slijedi y ¢ A iy ¢ B. Iz ovoga slijedi
y ¢ AU B (ako neki element ne pripada nekim dvama
skupovima, tada on ne pripada niti njihovoj uniji). No,

tada je y € (AU B)¢. Dakle, dokazali smo da vrijedi
Vy(y € A°NB° =y € (AU B)°),
odnosno da je

A°NB°C (AUB).

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije

Partitivni skup

Operacije sa skupovima

Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A
7, oS, pd

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Dakle, dokazali smo da je Divjak
Skupovi i relacije
(A U B)C C A°N B¢ i A°NB°C (A U B)c, Zadavanje skupa
Skupovske relacije

Partitivni skup

a po definiciji jednakosti dva skupa to znadi da je ST a8

Kartezijev produkt
(A U B)c = A°nN B-. Binarne relacije

Relacijena A X A

2. p¢, pd
Svojstva bin. relacija
Zadata k 1 . Relacija ekvivalencije
. ; ; Parcijalni uredaj
DokaZite preostala navedena svojstva skupovskih Frert e e e

operacija na dva nacina, preko tablice pripadnosti i

direktno preko definicije jednakosti skupova.




Napomena.

Uodite da u slu¢aju da se u nekoj skupovnoj jednakosti
javlja n skupova, tada tablica pripadnosti ima 2" redaka
pa je u tom sluéaju nezgodno dokazivati tu jednakost na
taj nacin zbog prevelikog broja mogucih slu¢ajeva.
Kompliciranije relacije izmedu skupova je nemoguce
dokazivati na taj nadin, ¢ak ako je i broj skupova koji se
javljaju u tim relacijama malen.

Najbolji, odnosno pravi nadin dokazivanja relacija medu
skupovima provodi se uz koristenje definicija skupovskih
operacija, definicije jednakosti skupova i definicije
podskupa. Za takav dokaz potrebno je razumjeti te
definicije i primijeniti ih na pravi nacin kako smo

pokazali u primjeru 6.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup

Operacije sa skupovima

Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A
7, oS, pd

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Teorem 1.

Za sve skupove A i B vrijedi
a ACB< P(A) CP(B)

b P(A)nP(B)=P(ANB)
c P(A)UP(B) CP(AUB)

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup

Operacije sa skupovima

Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A
2, 0%, pd

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Teorem 1.

Za sve skupove A i B vrijedi
a ACB< P(A) CP(B)

b P(A)nP(B)=P(ANB)
c P(A)UP(B) CP(AUB)

Dokaz.
Za dokaz tvrdnje (a) imamo dva smjera. DokaZimo prvo
da AC B= P(A) CP(B).

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup

Operacije sa skupovima

Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A
2, 0%, pd

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Teorem 1.

Za sve skupove A i B vrijedi
a ACB< P(A) CP(B)

b P(A)nP(B)=P(ANB)
c P(A)UP(B) CP(AUB)

Dokaz.

Za dokaz tvrdnje (a) imamo dva smjera. DokaZimo prvo
da AC B= P(A) CP(B).

Pretpostavimo da je A C B. Tvrdimo da je tada

P(A) CP(B).

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup

Operacije sa skupovima

Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A
2, 0%, pd

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Teorem 1.

Za sve skupove A i B vrijedi
a ACB< P(A) CP(B)

b P(A)nP(B)=P(ANB)
c P(A)UP(B) CP(AUB)

Dokaz.

Za dokaz tvrdnje (a) imamo dva smjera. DokaZimo prvo
da AC B= P(A) CP(B).

Pretpostavimo da je A C B. Tvrdimo da je tada

P(A) CP(B).

Neka je X € P(A). To znadi da je X C A. Kako je po
pretpostavci A C B, slijedi da je tada i X C B, odnosno
X € P(B). Dakle, zaista je P(A) C P(B).

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup

Operacije sa skupovima

Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A
7, oS, pd

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




DokaZimo da vrijedi i P(A) C P(B) = A C B.
Pretpostavimo da je P(A) C P(B). Kako je uvijek

A € P(A), tada zbog pretpostavke da je P(A) C P(B)
slijedi A € P(B), a to znati da je A C B.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup

Operacije sa skupovima

Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A
2, 0%, pd

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




DokaZimo da vrijedi i P(A) C P(B) = A C B.
Pretpostavimo da je P(A) C P(B). Kako je uvijek

A € P(A), tada zbog pretpostavke da je P(A) C P(B)
slijedi A € P(B), a to znati da je A C B.

DokaZimo sada tvrdnju (b). U toj tvrdnji imamo

jednakost dva skupa pa treba dokazati da je

P(A)NP(B) C P(ANB) i P(AN B) C P(A) N P(B).

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup

Operacije sa skupovima

Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A
2, 0%, pd

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




DokaZimo da vrijedi i P(A) C P(B) = A C B.
Pretpostavimo da je P(A) C P(B). Kako je uvijek

A € P(A), tada zbog pretpostavke da je P(A) C P(B)
slijedi A € P(B), a to znati da je A C B.

DokaZimo sada tvrdnju (b). U toj tvrdnji imamo

jednakost dva skupa pa treba dokazati da je

P(A)NP(B) C P(ANB) i P(AN B) C P(A) N P(B).

DokaZimo prvo da je P(A) NP(B) C P(AN B).

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup

Operacije sa skupovima

Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A
7, oS, pd

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




DokaZimo da vrijedi i P(A) C P(B) = A C B.
Pretpostavimo da je P(A) C P(B). Kako je uvijek

A € P(A), tada zbog pretpostavke da je P(A) C P(B)
slijedi A € P(B), a to znati da je A C B.

DokaZimo sada tvrdnju (b). U toj tvrdnji imamo

jednakost dva skupa pa treba dokazati da je

P(A)NP(B) C P(ANB) i P(AN B) C P(A) N P(B).

DokaZimo prvo da je P(A) NP(B) C P(AN B).

Neka je X € P(A) NP(B) proizvoljan. To znati da je
X eP(A)i X eP(B), odnosno X C Ai X C B. No,
tada je i X C AN B, odnosno X € P(AN B). Dakle,
zaista je P(A)NP(B) C P(AN B).

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup

Operacije sa skupovima

Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A
7, oS, pd

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




DokaZimo da je takoder P(AN B) C P(A) N P(B).
Neka je Y € P(AN B). To znati daje Y C AN B. No,
tadajeY CAiY C B. Dakle, Y e P(A) i Y € P(B)
pa je Y € P(A) N'P(B). Dakle, zaista je

P(ANB) C P(A)NP(B).

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup

Operacije sa skupovima

Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A
2, 0%, pd

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




DokaZimo da je takoder P(AN B) C P(A) N P(B).
Neka je Y € P(AN B). To znati daje Y C AN B. No,
tadajeY CAiY C B. Dakle, Y e P(A) i Y € P(B)
pa je Y € P(A) N'P(B). Dakle, zaista je

P(ANB) C P(A)NP(B).

DokaZimo jo3 tvrdnju (c). Tu treba dokazati inkluziju
P(A)UP(B) C P(AUB).

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup

Operacije sa skupovima

Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A
2, 0%, pd

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




DokaZimo da je takoder P(AN B) C P(A) N P(B).

Neka je Y € P(AN B). To znati daje Y C AN B. No,

tadajeY CAiY C B. Dakle, Y e P(A) i Y € P(B)
pa je Y € P(A) N'P(B). Dakle, zaista je
P(ANB) C P(A)NP(B).

DokaZimo jo3 tvrdnju (c). Tu treba dokazati inkluziju
P(A)UP(B) C P(AUB).

Neka je X € P(A)UP(B). Tada je X € P(A) ili

X € P(B), odnosno X C A ili X C B. No, tada je
sigurno X C AU B pa je X € P(AUB).

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup

Operacije sa skupovima

Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A
7, oS, pd

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




DokaZimo da je takoder P(AN B) C P(A) N P(B).

Neka je Y € P(AN B). To znati daje Y C AN B. No,

tadajeY CAiY C B. Dakle, Y e P(A) i Y € P(B)
pa je Y € P(A) N'P(B). Dakle, zaista je
P(ANB) C P(A)NP(B).

DokaZimo jo3 tvrdnju (c). Tu treba dokazati inkluziju
P(A)UP(B) C P(AUB).

Neka je X € P(A)UP(B). Tada je X € P(A) ili

X € P(B), odnosno X C A ili X C B. No, tada je
sigurno X C AU B pa je X € P(AUB).

Pogledajmo zasto ne vrijedi obrnuta inkluzija.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup

Operacije sa skupovima

Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A
7, oS, pd

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Neka je A ={1,2}, a B={1,3}. Tada je

P(A) =

P(B)

P(AU B)
P(A)UP(B)

{0.{1},{2},{1,2}}
{0.{1}, {3}, {1,3}}

{0,{1}, {2}, {1,2}, {3},{1,3}}
Vidimo da je P(A) UP(B) C P(AU B), ali

P(A) UP(B) # P(AUB).

{0,{1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3},{2,3}, {1,2,3}}

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup

Operacije sa skupovima

Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A
2, 0%, pd

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Matematika (PITUP)

Kartezijev produkt skupova

Prof.dr.sc. BlaZzenka
Divjak

Skupovi i relacije

Dvoclani skup {a,b} zove se par. Kako se radi o skupu,

Zadavanje skupa

vrijedi {a,b} = {b,a}. Ovakav skup moZe se urediti tako  [EESARIEE

Partitivni skup

da razlikujemo njegovu prvu i drugu komponentu i u tom Operacije sa skupovima

Svojstva operacija

slu¢aju ga zovemo uredenim parom i za njega koristimo

Binarne relacije

Oozna ku (a/, b) Relacijena A X A
2. p¢, pd
Opéenito je (a,b) # (b,a), a jednakost vrijedi jedino u Sv;m bin. relacia

sludaiju a = b Relacija ekvivalencije
J - ' Parcijalni uredaj
Funkcije kao relacije

Definicija uredenog para (K. Kuratowski)

(a,b) = {a, {a, b}}




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka

Zadatak 2. Divjak

Koristeci definiciju Kuratowskog dokaZite da vrijedi:

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa

(a,7 b) = (67 d) S a=cC I b = d Skupovske relacije
Partitivni skup
Operacije sa skupovima

Svojstva operacija

Neka su A i B neprazni skupovi. Kartezijev produkt Binarne relacije
Relacijena A X A

skupova A i B je skup A x B koji se sastoji od svih

2, 0%, pd

. v . Svojstva bin. relacija
uredenih parova &ija prva komponenta pripada skupu A, a SN
Parcijalni uredaj

druga skupu B.

Funkcije kao relacije

AXB:{(x,y):xEA,yEB}

U slutaju da je A=0ili B= 0, tada je A x B = ().




Kartezijev produkt A x A zapisujemo kratko A? i zovemo

ga Kartezijevim kvadratom skupa A.
A2’=Ax A

Kartezijev produkt skupova moze se prosiriti i na konaéno
mnogo skupova.
Neka su Aq, As, ..., A, neprazni skupovi. Kartezijev

produkt skupova A, As, ..., A, je skup
A1 xAgx---xA, = {(al,ag,...,an) ta; € A, i = 1,...,77,}

(a1,az,...,a,) zovemo uredenom n-torkom i kod nje je
vazan poredak elemenata. Element a; zove se i-ta

komponenta n-torke.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup
Operacije sa skupovima

Svojstva operacija

Binarne relacije
Relacijena A X A
7, oS, pd

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije

Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




U slu¢aju da je za neki i € {1,2,...,n} A; =0, tada je
Al X Ay x -+ x A, = 0.

A”:<4><A><-~><4

n

Napomena.
Definicija Kartezijevog produkta skupova moZze se prosiriti
i na beskonaé¢no mnogo skupova. Medutim, mi ovdje

necemo toliko duboko ulaziti u tu teoriju.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup
Operacije sa skupovima

Svojstva operacija

Binarne relacije
Relacijena A X A
2, 0%, pd

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije

Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




. . Matematika (PITUP)
Primjer 7.

Prof.dr.sc. Blazenka

Neka je A ={1,2,3} i B = {a,b}. Odredite A x B, Divjak
B x AiA2

Skupovi i relacije

Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup
Operacije sa skupovima

Svojstva operacija

Binarne relacije
Relacijena A X A
2, 0%, pd

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije

Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Matematika (PITUP)

Primjer 7.
Prof.dr.sc. Blazenka

Neka je A ={1,2,3} i B = {a,b}. Odredite A x B, Divjak
B X A I AQ' Skupovi i relacije
) . Zadavanje skupa

R_leéen_je . Skupovske relacije

Partitivni skup

A X B = {(17 a)’ (1’ b)’ (2’ a)? (27 b)7 (37 a)7 (3, b)} Operacije sa skupovima
Svojstva operacija
B x A= {(a, 1), (a,2),(a,3), (b, 1), (b,2), (b, 3)}

Binarne relacije

Relacijena A X A
A2 = {(1’ 1)7 (1’ 2)7 (17 3)7 (27 1)7 (2’ 2)7 (2a 3)7 (37 1)3 (3’ 2)7 (33 3)} 7.0 p?

Svojstva bin. relacija

Relacija ekvivalencije

Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Matematika (PITUP)

Primjer 7.
Prof.dr.sc. Blazenka

Neka je A ={1,2,3} i B = {a,b}. Odredite A x B, Divjak
B X A I AQ' Skupovi i relacije
. . Zadavanje skupa

Rjeéenje . Skupovske relacije

Partitivni skup

A X B = {(17 a)’ (1’ b)’ (2’ a)? (27 b)7 (37 a/)7 (3, b)} Operacije sa skupovima
Svojstva operacija
B x A= {(a, 1), (a,2),(a,3), (b, 1), (b,2), (b, 3)}

Binarne relacije

Relacijena A X A
A2 = {(1’ 1)7 (1’ 2)7 (17 3)7 (27 1)7 (2’ 2)7 (2a 3)7 (37 1)3 (3’ 2)7 (33 3)} 7.0 p?

Svojstva bin. relacija

Relacija ekvivalencije
Odmah ovdje jedna napomena. Nije A2 = {1,4,9} jer Porint weds)

Funkcije kao relacije

smo se dogovorili da kada se radi o skupovima, tada je
A2 =Ax A.

Takoder, uotavamo da je

AxB#BxA




Matematika (PITUP)

Primjer 8. Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak
PrikaZite graficki A x B ako je
Skupovi i relacije
(a) A={1,2,3}, B={1,3,5} (b) A=[1,3],B=(2,5] |Eemm—m—
Skupovske relacije
. v . Partitivni skup
RJesenJe. Operacije sa skupovima

Svojstva operacija

Binarne relacije
Relacijena A X A
2, 0%, pd

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije

Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Matematika (PITUP)

Primjer 8 Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

PrikaZite graficki A x B ako je
(a) A={1,2,3}, B={1,3,5} (b)A=1[1,3],B=(2,5]

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa

Skupovske relacije

. v . Partitivni skup
RjeSenje. . .
Operacije sa skupovima
(a) y Svojstva operacija

Binarne relacije

5 o o o

Relacijena A X A
2, 0%, p?

4 Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije
3 * * * Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Matematika (PITUP)

Primjer 8 Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

PrikaZite graficki A x B ako je

Skupovi i relacije

() A={1,2,3}, B={1,3,5} () A=[13,B=(25 |HEN_—

Skupovske relacije

Partitivni skup

Rjesenje. iy :
Operacije sa skupovima
(a ) y ( b) Svojstva operacija

Binarne relacije
5 * * * 5 Relacijena A X A
7,0, pd

4 4 Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije

Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Pl’imjel’ 9_ Skupovi i relacije

Zadavanje skupa

Sto predstavljaju sljedeci Kartezijevi produkti: AP G
Partitivni skup
(a) pravac x pravac (b) pravac x kruznica Operacile sa skupovima

Svojstva operacija

Binarne relacije
Relacijena A X A
2, 0%, pd

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije

Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Primjer 9.
Sto predstavljaju sljedeci Kartezijevi produkti:

(a) pravac x pravac (b) pravac x kruznica
Rjesenje.
pravac X pravac = ravnina

pravac X kruznica = cilindar

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup
Operacije sa skupovima

Svojstva operacija

Binarne relacije
Relacijena A X A
2, 0%, pd

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije

Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Matematika (PITUP)

Primjer 10. Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

DokaZite da vrijedi A x (BUC) = (Ax B)U (A x ().
Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup
Operacije sa skupovima

Svojstva operacija

Binarne relacije

Relacijena A X A
7, 0%, p¢
Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije

Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Matematika (PITUP)

Primjer 10. Prof.dr.sc. Blazenka

Divjak
DokaZite da vrijedi A x (BUC) = (Ax B)U (A x ().
Skupovi i relacije
. o . Zadavanje skupa
R.lesen.je - Skupovske relacije
Partitivni skup

Treba dokazati jednakost dva skupa, a to znadi da treba

Operacije sa skupovima

dokazatidaje AXx (BUC)C (AXxB)U(Ax(O)i Svajstva operacija
(AXB)U(AXC)QAX (BUC) Binarne relacije

Relacijena A X A
2, 0%, p?

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije

Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Primjer 10.
DokaZite da vrijedi A x (BUC) = (Ax B)U (A x ().

Rjesenje.

Treba dokazati jednakost dva skupa, a to znadi da treba
dokazatida je Ax (BUC)C (Ax B)U(AxC(C)i
(AxB)UAxC)CTAx (BUCQ).

DokaZimo prvo da je A x (BUC) C (Ax B)U (A x C).

Neka je x € A x (B UC) proizvoljan. To znati da je

x = (x1,x2) pri &emu je (1 € A) A (z2 € BUC),
odnosno (z1 € A) A ((z2 € B) V (22 € C)). Koristei
distributivnost konjunkcije prema disjunkciji, slijedi da je
((z1 € A) A (z2 € B)) V ((z1 € A) A (22 € C)).

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup
Operacije sa skupovima

Svojstva operacija

Binarne relacije
Relacijena A X A
7, oS, pd

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije

Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Kako je © = (x1,x2), slijedi da je
(reAxB)V(ze Ax (),

odnosno
x€(Ax B)U(AxC(C).

Dakle, zaista je A x (BUC) C (Ax B)U (A x C).

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup
Operacije sa skupovima

Svojstva operacija

Binarne relacije
Relacijena A X A
2, 0%, pd

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije

Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Kako je © = (x1,x2), slijedi da je
(reAxB)V(ze Ax (),

odnosno
x€(Ax B)U(AxC(C).

Dakle, zaista je A x (BUC) C (Ax B)U (A x C).

Dokazimo jos dajei (Ax B)U(Ax C)C Ax (BUCQ).

Neka je y € (A X B) U (A x C) proizvoljan. To znadi
dajel(lye AXB) V (ye AxC). Slijedi da je
y = (y1,y2) pri ¢emu vrijedi

(neAA@WeB)) v (LcAN(pe0)).

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup
Operacije sa skupovima

Svojstva operacija

Binarne relacije
Relacijena A X A
7, oS, pd

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije

Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka

Divjak
Koristeci distributivnost konjunkcije prema disjunkciji, Skupovi i relacije
. . . Zadavanje skupa
SIUedI da Je Skupovske relacije

Partitivni skup

Operacije sa skupovima

(yl 6 A) /\ ((y2 E B) \/ (y2 e C))7 Svojstva operacija

Binarne relacije

Od nosno Relacijena A X A
(y1 € A)A(y2 € BUQ).

Svojstva bin. relacija

c, pd

Relacija ekvivalencije

Kako je y = (y1,¥2), slijedida jey € A x (BUC), pa je Parcijalni uredaj
Funkcije kao relacije
stvarno (A x B)U(AxC) C Ax (BUC).




Binarne relacije

Pojam relacije je vaZan matematicki pojam koji ima
Siroku primjenu u informatici (relacijske baze podataka),

gdje se Cesto upotrebljavaju specijalne relacije kao $to su
relacije ekvivalencije, relacije parcijalnog uredaja i funkcije

koje moZemo promatrati kao relacije.

Posebno ¢emo promatrati binarne relacije koje se najvise
pojavljuju u raznim primjenama i njih ¢éemo kratko zvati

relacije.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. BlaZzenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup

Operacije sa skupovima

Svojstva operacija

Kartezijev produkt

Relacijena A X A
d

PP p

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Skupovi i relacije

o o o o Zadavanje skupa
Neka su A i B neprazni skupovi. Svaki podskup p od Skupouske relacile

e Partitivni skuj
A x B zovemo relacija na A x B. ’

Operacije sa skupovima

Ako je (a,b) € p, tada kratko pigemo a p b i kaZemo da je  [EG—_—_—G_GG

Kartezijev produkt

a u relaciji p sa b.

Relacijena A X A

Ako je (a,b) ¢ p, tada pisemo a ¢ b i kaZemo da a nije u 7.0 p?

Svojstva bin. relacija
relaciji p sa b. Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Primjer 11.

Skupovi i relacije
_ o . _ . - Zadavanje skupa
A = {lvo, JoZa, Marko, Stjepan}, B = {Katica, Maja, lvona} St e
Neka je relacija p = " biti zaljubljen” i uzmimo da je S
Operacije sa skupovima

Svojstva operacija

p= {(Ivo, Katica), (JoZa, Ivona), (Marko, Katica), (Stjepan, Maja) } .

Kartezijev produkt

Ocito je p C A x B, pa je p jedna relacija na A x B.

Relacijena A X A

7.0, pd

Npr., (Ivo, Katica) € p, odnosno vrijedi Ivo p Katica, odnosno Svojstva bin. relacija
rije¢ima bismo rekli ”Ivo je zaljubljen u Katicu”. felacia eluivatencii

Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije

(Stjepan, Katica) ¢ p, odnosno vrijedi Stjepan ¢ Katica,

odnosno rije¢ima bismo rekli " Stjepan nije zaljubljen u Katicu”.




Matematika (PITUP)

Primjer 12. Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Neka je A ={a,b,c} i B={1,2}. NapiSite barem dvije
relacije na A x B i B x A.

Skupovi i relacije

Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup
Operacije sa skupovima
Svojstva operacija

Kartezijev produkt

Relacijena A X A
2, 0%, pd

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Primjer 12.
Neka je A ={a,b,c} i B={1,2}. NapiSite barem dvije
relacije na A x B i B x A.

Rjesenje.
Trebamo zapravo napisati dva proizvoljna podskupa na
A x B, odnosno B x A.

plz{a,l, bl} «— relacijana Ax B
p2={b,2} «— relacijana A x B
ps = {(1,0),(1,b),(2,b)} <« relacijana Bx A

ps =0 <« relacijana B x A (prazna relacija)

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup
Operacije sa skupovima
Svojstva operacija

Kartezijev produkt

Relacijena A X A
2, 0%, pd

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Primjer 13.

Skupovi i relacije

Ako je k(A) = m, k(B) = n, koliko ima razliitih
Skupovske relacije

binarnih relacija na A x B? Partitivni skup
Operacije sa skupovima
Svojstva operacija

Kartezijev produkt

Relacijena A X A
2, 0%, pd

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Primjer 13.
Ako je k(A) = m, k(B) = n, koliko ima razli¢itih

binarnih relacija na A x B?

Rjesenje.

Kako je k(A) = m, k(B) = n, slijedi da je

k(A x B) = mn. Relacija je proizvoljan podskup od
A X B pa je broj razli¢itih relacija na A x B jednak
ukupnom broju podskupova od A x B, a taj broj je

2mn,

jednak

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup
Operacije sa skupovima
Svojstva operacija

Kartezijev produkt

Relacijena A X A
2, 0%, pd

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Matematika (PITUP)

Relacije medu elementima zadanog skupa

Prof.dr.sc. BlaZzenka
Divjak

Pretpostavimo da je p relacija na skupu 4, tj. p C A x A.

Skupovi i relacije

Takva relacija p se moze prikazati pomocu grafa. Cvor ili Zadavanje skupa
Skupovske relacije

vrh grafa je svaki element skupa A, a svakom uredenom Partitivni skup
Operacije sa skupovima

paru (a,b) € p pridruzen je jedan luk pri ¢emu se prva Svojstva operaciia

Kartezijev produkt

komponenta naziva izlaznim évorom grafa, a druga

Binarne relacije

komponenta ulaznim &vorom. .

PP p

Svojstva bin. relacija

Gl’af relacije p g A X A je par (147 p) pri éemu je A skup Relacija ekvivalencije

Parcijalni uredaj

¢vorova (vrhova) grafa, a p skup lukova (bridova) grafa. Funkeie kao relacije

Matrica incidencije relacije p C A x A je tablica u kojoj
se na odgovaraju¢em mjestu nalazi 1 ili 0, ovisno o tome

da li su odgovarajuéi elementi u relaciji p ili nisu.




Matematika (PITUP)

Primjer 14.
. . . .. . . Prof.dr.sc. Blazenka

PrikaZite sljedece relacije pomocu grafa i matrice Divjak

incidencije:

Skupovi i relacije
_ C 2 _ {( ) . | } Zadavanje skupa
a A - {1’2’3’4}' P = A P = L,Y) x|y Skupovske relacije
Partitivni skup
— 2 —
b A - {a7 b: C}, P g A P = (aa a), (CL, C)7 (b, b)7 (C, a) Operacije sa skupovima
Svojstva operacija
Kartezijev produkt
Binarne relacije
2, 0%, p9
Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Matematika (PITUP)

Primjer 14.
Prof.dr.sc. Blazenka

PrikaZite sljedece relacije pomocu grafa i matrice Divjak

incidencije:

Skupovi i relacije
_ 2 _ . Zadavanje skupa
= A o {1’2’3’4}' P g A ' P = {(x’y) o | y} Skupovske relacije
_ 2 _ Partitivni skup
b A={a,b,c}, pC A p={(a,a),(a,c),(b,b),(c,a)} | ———
Svojstva operacija
. . Kartezijev produkt
Rjeéen_je. Binarne relacije

(a) Matrica incidencije raf relacije

2l

1

7, ¢, p?

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije

Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije

_ O = = | N

3
1
0
1
0

O O O = | =
O O = = | DN

2
3
4




(b) Matrica incidencije

a

a
1
0
1

b
0
1
0

o O

Graf relacije

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup
Operacije sa skupovima
Svojstva operacija
Kartezijev produkt

Binarne relacije

7, p¢

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Matematika (PITUP)

Obrat i komplement relacije. Dualna

Prof.dr.sc. BlaZzenka
Divjak

relacija

Skupovi i relacije

Zadavanje skupa

NEka je p g A2 . Skupovske relacije

Partitivni skup

Obrat ﬁ reIaCiJe p Operacije sa skupovima

Svojstva operacija

Kartezijev produkt

(a, b) € ﬁ = (b’ a,) (- p Binarne relacije

Relacije na A x A

Komplement p° relacije p Suajstva bin. relacija

Relacija ekvivalencije

Parcijalni uredaj

(a/, b) e pC =4 (a,’ b) ¢ p Funkcije kao relacije
Dualna relacija p? relacije p

(a.) € p' & (ba) ¢ p




Propozicija 3.

Dokaz.
DokaZimo prvo da je p? = p°. Treba zapravo dokazati

jednakost dva skupa.

(a,b) € p? = (ba) ¢ p < (ba) € p° < (a,b) € p°

Dakle, zaista je p? = p¢. DokaZimo jo¥ da je p¢ = p°.

(a,0) €p® & (a,0)¢p & (ba)dp <
< (b,a) € p° & (a,b) € p¢

Dakle, zaista je i p¢ = p°.

Q©

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup
Operacije sa skupovima
Svojstva operacija
Kartezijev produkt
Binarne relacije

Relacijena A X A

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka

Primjer 15. Divjak

Neka je A= {(l, b, C} i p = {(a, b), ((Z, C), (b, a), (b, b)} Skupovi i relacije
. . . Zadavanje skupa

Odredite obrat, komplement i dualnu relaciju od p. Srumote sl
Partitivni skup
Operacije sa skupovima
Svojstva operacija
Kartezijev produkt
Binarne relacije

Relacijena A X A

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka

Primjer 15. Divjak

Neka je A= {(l, b, C} i p = {(a, b), ((Z, C), (b, a), (b, b)} Skupovi i relacije
Odredite obrat, komplement i dualnu relaciju od p. zkdp’k kl"J
Partitivni skup

Rjegenje Operacije sa skupovima

Svojstva operacija

(b, a), (07 a), (a7 b)’ (b’ b)} Kartezijev produkt

Binarne relacije

((1, b)’ (a7 C)7 (b7 a)v (b7 b), (b, C), REEEip D £1 5 4
(e.a).(e.b), (e, )} B

Parcijalni uredaj

pc = (A X A \ P = {(CL, a), (b, C), (C, a), (C, b), (C, C)} Funkeije kao relacije




Svojstva binarnih relacija

Binarna relacija p C A X A je

O refleksivna ako vrijedi
(Vx € A)((:c,x) € p)
©Q simetri€na ako vrijedi
(vz,y € A)((w,9) € p = (v,2) € p)
© tranzitivna ako vrijedi

(va,9,2 € A)(((2,9) € p A (4,2) € p) = (3,2) € p)

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. BlaZzenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup
Operacije sa skupovima
Svojstva operacija
Kartezijev produkt
Binarne relacije

Relacijena A X A
d

PP p

Relacija ekvivalencije

Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Q irefleksivna ako vrijedi

(v € A)((@.2) ¢ o)

© antisimetri¢na ako vrijedi

(Vw,yGA)(((x,y) €pA(y,z) € p) :mzy)

ili ekvivalentno

(Vw,yEA)(((x,y) epnz#y) = (y,z) Epc)

@ asimetri¢na ako vrijedi

(va,y € A)((w,y) € p= (4,2) € 5°)

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup
Operacije sa skupovima
Svojstva operacija
Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A
2, 0%, p?

Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Q@ kompletna ako vrijedi

(Vw,yeA,x#y)((:&y) €pV(y,) Gp)

O strogo kompletna ako vrijedi

(va,y € A) (@) € pV (y,2) € p)

Matematika (PITUP)
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Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup
Operacije sa skupovima
Svojstva operacija
Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A

2, 0%, pd

Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Lema 1.
Neka je p C A? irefleksivna i tranzitivna relacija. Tada je

p asimetri¢na relacija.

Dokaz.

Pretpostavimo suprotno, tj. da p nije asimetri¢na relacija.
Tada postoje a,b € A takvi da je (a,b) € pi (b,a) € p.
Po pretpostavci je p tranzitivna pa je tada (a,a) € p, §to
je kontradikcija s pretpostavkom da je p irefleksivna

relacija. @
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Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup
Operacije sa skupovima
Svojstva operacija
Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A
2, 0%, p?

Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Pogledajmo sada primjer relacije koja je antisimetri¢na, a
nije asimetri¢na.

Neka je A ={1,2,3},a p= {(1, 1), (2,2)}. Tada je p
antisimetri¢na relacija. DokaZimo to. Razlikujemo dva
slu¢aja.

a Ako je (z,y) € p, tada je z = y pa je implikacija

@

((wy)ephz#y) = (y,2)€p
1 0

/

0

istinita (nula povla&i bilo ¥to je uvijek istina).

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup
Operacije sa skupovima
Svojstva operacija
Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A

7.0, pd

Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




b Ako (z,y) ¢ p, tada je implikacija

((@y)epre#y)=(y,z)€p
0

/

-~

0
istinita (nula povlati bilo ¥to je uvijek istina).

Medutim p nije asimetri¢na relacija. Naime, da bi p bila

asimetri¢na relacija, trebalo bi vrijediti

(vz,y € A) (@) € p= (W,2) € 5°).
No, to ne vrijedi za x =1 iy = 1 zbog

(L1) €p= (L1) €
e
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Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup
Operacije sa skupovima
Svojstva operacija
Kartezijev produkt
Binarne relacije

Relacijena A X A

7, oS, pd
Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Vidjeli smo da nije svaka antisimetri¢na relacija ujedno i
asimetri¢na. Medutim, svaka asimetri¢na relacija je i
antisimetri¢na relacija. Naime, iz definicije asimetri¢ne
relacije slijedi da je uvijek barem jedna od tvrdnji

(z,y) € pi (y,x) € p laZna pa je implikacija

((zy) €epA(y,z)€p) = a=y
0

istinita, $to znadi da je ta relacija antisimetri¢na.
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Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup
Operacije sa skupovima
Svojstva operacija
Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A

7.0, pd

Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Pogledajmo razliku izmedu kompletne i strogo kompletne

relacije.

Relacija < "biti manji od” je strogo kompletna relacija na
skupu R jer za svaka dva broja x i y vrijedi jedna od

tvrdnji z <y ili y < .

Relacija < " biti strogo manji od” je kompletna relacija na
R jer za svaka dva razli¢ita broja = i y vrijedi jedna od
tvrdnji z < y ili y < . Medutim, ta relacija nije strogo
kompletna jer ne vrijedi x < z, tj. broj nije strogo manji

od samog sebe.
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Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup
Operacije sa skupovima
Svojstva operacija
Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A

7.0, pd

Relacija ekvivalencije
Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Relacija ekvivalencije

Relacija ekvivalencije predstavlja oslabljeni oblik

jednakosti. Detaljnije ¢emo to kasnije objasniti.

Neka je p C A?. Relacija p je relacija ekvivalencije ako je

O refleksivna, tj.
(Vz € A)((w,az) e p)
©Q simetric¢na, tj.
(va,y € A)((w,y) € p = (v,2) € p)
© tranzitivna, tj.

(Vz,y,z € A)(((w,y) €pn(y,2) €p) = (2,2) € p)
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Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup
Operacije sa skupovima
Svojstva operacija
Kartezijev produkt
Binarne relacije

Relacijena A X A

Svojstva bin. relacija

Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Primjer 16.
Primjeri relacija ekvivalencije:
Q Univerzalna relacija — svi elementi skupa su u relaciji
sasvima, tj p=AXxA
Q Jednakost "=" na skupu A

’

© Paralelnost ”

" na skupu svih pravaca ravnine
©Q Sukladnost trokuta na skupu svih trokuta ravnine

© Sli¢nost trokuta na skupu svih trokuta ravnine
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Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup
Operacije sa skupovima
Svojstva operacija
Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A
2, 0%, p?

Svojstva bin. relacija

Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Pogledajmo zasto je relacija "biti paralelan” relacija
ekvivalencije na skupu svih pravaca ravnine. Trebamo
provjeriti da je ta relacija refleksivna, simetri¢na i

tranzitivna.

Da li je refleksivna? Drugim rije¢ima, da li je svaki pravac

paralelan sam sa sobom? Da.

Da li je simetri¢na? Drugim rije¢ima, ako je pravac p
paralelan s pravcem g, da li je onda pravac q paralelan s

pravcem p? Da.

Da li je tranzitivna? Drugim rije¢ima, ako je pravac p
paralelan s pravcem ¢, i ako je pravac ¢ paralelan s
pravcem 7, da li je onda pravac p paralelan s pravcem 77
Da.
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Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup
Operacije sa skupovima
Svojstva operacija
Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A

7.0, pd

Svojstva bin. relacija

Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Matematika (PITUP)

Primjer 17.
Prof.dr.sc. Blazenka

Neka je A =1{1,2,3,4}, p C A?, Divjak
p= {($, y) : & — y je neparan ili 0}. Ispisite elemente

Skupovi i relacije

zadane relacije i prikaZite ju pomocu tablice i grafa. Da |i |REEEEEESE

Skupovske relacije

Jje to relacija ekvivalencije? Partitivni skup
Operacije sa skupovima
Svojstva operacija
Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A
7,0, pd

Svojstva bin. relacija

Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Matematika (PITUP)

Primjer 17.

Prof.dr.sc. Blazenka

Neka je A =1{1,2,3,4}, p C A?, Divjak
p= {($, y) : & — y je neparan ili 0}. Ispisite elemente

Skupovi i relacije

zadane relacije i prikaZite ju pomocu tablice i grafa. Da |i |REEEEEESE
Skupovske relacije

Jje to relacija ekvivalencije? Partitivni skup

Operacije sa skupovima

. v . Svojstva operacija

RJeSenJe : Kartezijev produkt

p=1{(1,1),(1,2),(1,4),(2,1),(2,2),(2,3), ER——

Relacijena A X A

(3,2),(3,3), (3,4), (4,1), (4,3), (4,4)} 7,000

Svojstva bin. relacija

d

Matrica incidencije Parcijalni uredaj
Funkcije kao relacije
\ v

A ow N 8
_ O R =R
o = = =[N
= R = O W
= = O | b
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Graf relacije p

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup
Operacije sa skupovima
Svojstva operacija
Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A
7, oS, pd

Svojstva bin. relacija

Parcijalni uredaj

. . . . . . . . Funkcije kao relacije
Relacija p je refleksivna jer je svaki element iz A u relaciji
sam sa sobom, Sto se vidi takoder iz tablice jer se na
glavnoj dijagonali nalaze jedinice. Isto tako se vidi i iz

grafa jer u svakom vrhu imamo petlju.




Relacija p je simetri¢na jer je njezina matrica incidencije
simetri¢na s obzirom na glavnu dijagonalu, tj. kada god
je (a,b) € p, tada je i (b,a) € p. Takoder, simetriju
mozemo lagano vidjeti i sa grafa. Naime, ako imamo neki
brid koji pocinje u vrhu a, a zavr$ava u vrhu b, tada
moramo imati i brid koji po€inje u vrhu b, a zavrSava u

vrhu a da bi relacija bila simetri¢na.
Zadana relacija p nije tranzitivna jer, npr. (1,2) € pi
(2,3) € p, ali (1,3) ¢ p. Dakle, relacija p nije relacija

ekvivalencije zbog toga jer nije tranzitivna.
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Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup
Operacije sa skupovima
Svojstva operacija
Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A

7.0, pd

Svojstva bin. relacija

Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Neka je A skup. Particijom skupa A zovemo skup
{A; :i € I} nepraznih podskupova od A takvih da
vrijedi:
alJai=4

icl
b AinAj=0akojei#j,Vi,jel

Neka je p relacija ekvivalencije na skupu A. Za a € A
klasa ekvivalencije [a], elementa a s obzirom na relaciju
p je skup

[a,={z€A:zpa}.

Jednostavnije re¢eno, to su svi oni elementi koji su u
relaciji p s elementom a. Element a (ili bilo koji drugi

element iz [a],) zovemo reprezentantom te klase.
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Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup
Operacije sa skupovima
Svojstva operacija
Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A

7.0, pd

Svojstva bin. relacija

Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Matematika (PITUP)

Primjer 18.

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Neka je A skup svih stanovnika Hrvatske. Neka je p

relacija na skupu A definirana sa Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije

p=1{(a,b) € A* : a i b stanuju u istoj Zupaniji}. Partitu skup

Operacije sa skupovima
Svojstva operacija

Odredite klase ekvivalencije relacije p. Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A
7, 0%, p¢

Svojstva bin. relacija

Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije
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Primjer 18.

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Neka je A skup svih stanovnika Hrvatske. Neka je p

relacija na skupu A definirana sa ehasrectif cellife

Zadavanje skupa
Skupovske relacije
p=1{(a,b) € A* : a i b stanuju u istoj Zupaniji}. Partitvni skup
Operacije sa skupovima
Svojstva operacija
Odredite klase ekvivalencije relacije p. Kartezijeu produkt
Binarne relacije
. . Relacijena A X A
Rjesenje. 5,0, pd
Svojstva bin. relacija
Jasno je da je p relacija ekvivalencije. Klase ekvivalencije

Parcijalni uredaj

su Zupanije. Npr., ako je a € A stanovnik Varazdinske R
Zupanije, tada je [a], skup svih stanovnika VaraZdinske
Zupanije pa bismo kratko mogli nazvati klasu [a],
VaraZdinskom Zupanijom. Svaki stanovnik te Zupanije je

predstavnik te Zupanije (odnosno te klase).




Zupanijama (klasama ekvivalencije) je Hrvatska (skup)
podijeljena na vise manjih dijelova. Kako svake dvije
razli¢ite Zupanije nemaju nita zajednitko, Zupanije (klase
ekvivalencije) zapravo ¢ine jednu particiju Hrvatske

(skupa).

Tako lijepo svojstvo vrijedi za bilo koju relaciju

ekvivalencije, $to ¢emo uskoro i dokazati.

Neka je A skup, a p relacija ekvivalencije na skupu A.
Kvocijentni skup A/p od A s obzirom na relaciju p je

skup svih klasa ekvivalencije relacije p.
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Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup
Operacije sa skupovima
Svojstva operacija
Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A

7.0, pd

Svojstva bin. relacija

Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije
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Prof.dr.sc. BlaZzenka
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Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup
Operacije sa skupovima
Svojstva operacija
Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A
PP

Svojstva bin. relacija

Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije




Propozicija 4.
Neka je p relacija ekvivalencije na skupu A. Tada je

kvocijentni skup A/p particija skupa A.
Vrijedi i obrnuto.
Propozicija 5.

Svaka particija skupa A prirodno definira jednu relaciju

ekvivalencije na skupu A.
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Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup
Operacije sa skupovima
Svojstva operacija
Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A
2, 0%, p?

Svojstva bin. relacija

Parcijalni uredaj

Funkcije kao relacije
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Parcijalni uredaj

Prof.dr.sc. BlaZzenka
Divjak

Kao $to relacija ekvivalencije poopcuje relaciju jednakosti,

Skupovi i relacije
tako relacija parcijalnog uredaja poopcuje relaciju <. PR

Skupovske relacije

Neka je < C A2. Relacija < je relacija parcijalnog Partitivni skup
Operacije sa skupovima
uredaja ako je Svolstva operaciia

Kartezijev produkt

o I’eﬂekSiVI"la, tj Binarne relacije
Relacijena A X A
,d

(Vz € A)(z < ) nee

Svojstva bin. relacija

Relacija ekvivalencije

©Q antisimetricna, tj.

Funkcije kao relacije

(V:B,yGA)<(w<y/\y<x)=>x=y)

© tranzitivna, tj.

VN

(Vx,y,zEA)((x%y/\y%z) =

°)




Skup zajedno sa parcijalnim uredajem zovemo parcijalno

ureden skup.

o (R, <) je parcijalno ureden skup
Refleksivnost. Za svaki realni broj x vrijedi z < x.
Antisimetri€nost. Ako je x <y iy < x, tada je
T =1.
Tranzitivnost. Ako je x <y iy < z, tada je z < z.

o (P(A),C) je parcijalno ureden skup
Refleksivnost. Za svaki skup X vrijedi X C X.
Antisimetriénost. Ako je X CY i Y C X, tada je
X=Y.

Tranzitivnost. Ako je X CY i Y C Z, tada je
XCZ.
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Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup
Operacije sa skupovima
Svojstva operacija
Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A
7, oS, pd

Svojstva bin. relacija

Relacija ekvivalencije

Funkcije kao relacije
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Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Primjer 19.

Da li je (Z, < ) parcijalno ureden skup?

Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup
Operacije sa skupovima
Svojstva operacija
Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A

2, 0%, pd

Svojstva bin. relacija

Relacija ekvivalencije

Funkcije kao relacije




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Primjer 19.

Skupovi i relacije
Da li je (Z, < ) parcijalno ureden skup? Zodavanje skupa
Skupovske relacije
e . Partitivni skup
R.lesen.le' Operacije sa skupovima
Svojstva operacija

(Z, < ) nije parcijalno ureden skup jer < nije refleksivna .

oo . Binarne relacije
relacija, tj. = £ x. Relacio ma A % A
7, 0%, p¢

Svojstva bin. relacija

Relacija ekvivalencije

Funkcije kao relacije




Primjer 19.

Da li je (Z, < ) parcijalno ureden skup?

Rjesenje.

(Z, < ) nije parcijalno ureden skup jer < nije refleksivna

relacija, tj. « £ x.

Podskupovi parcijalno uredenog skupa su takoder
parcijalno uredeni skupovi preko relacije parcijalnog

uredaja naslijedene iz nadskupa.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup
Operacije sa skupovima
Svojstva operacija
Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A
2, 0%, p?

Svojstva bin. relacija

Relacija ekvivalencije

Funkcije kao relacije




Parcijalni uredaj < na skupu A je linearni ili totalni

uredaj ako vrijedi
(Vo,ye A)(z <y Vy<a).

Skup (A, <) u tom sluaju zovemo linearno ureden

skup ili lanac.

(R, <) je linearno ureden skup

(P(A), C ) nije linearno ureden skup ako je k(A) > 2.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup
Operacije sa skupovima
Svojstva operacija
Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A
7, oS, pd
Svojstva bin. relacija

Relacija ekvivalencije

Funkcije kao relacije




Funkcije kao relacije

Relacija f € A x B je funkcija ako vrijedi
Va € A, 3b € B, (a,b) € f.
f je konstantna funkcija ili konstanta ako
b € B, Va € A, (a,b) € f.
Funkcija f je injekcija ako

V(a1,b1), (a2, b2) € f, a1 # ag = by # ba.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. BlaZzenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup
Operacije sa skupovima
Svojstva operacija
Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A

7. 0%, p?

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije

Parcijalni uredaj




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Funkcija f € A X B je surjekcija ako
Skupovi i relacije

Vb 6 .B7 Ha E A, (a, b) e f Zadavanje skupa

Skupovske relacije

Partitivni skup

Funkcija koja je istovremeno injekcija i surjekcija zovemo Operacije sa skupovima
Svojstva operacija
biJEkCijom o Kartezijev produkt

Binarne relacije

Relacijena A X A

Neka je f bijekcija. Inverzna funkcija f~! je obrat e

re|aCIJe f' tJ . fil = fT Svojstva bin. relacija

Relacija ekvivalencije

Parcijalni uredaj

Permutacija skupa A je svaka bijekcija na skupu A. Ako
je A konacan skup, tada je p: A — A injekcija ako i

samo ako je surjekcija.




Matematika (PITUP)

Svaka permutacija kona¢nog skupa moZe se prikazati na
Prof.dr.sc. Blazenka

sljedeci nadin: Divjak

1 2 . n Skupovi i relacije

— Zadavanje skupa
p( ]_) p(2) IR p(n) Skupovske relacije

Partitivni skup
- Vo coo 2o o Operacije sa skupovima
Svaki slu¢aj kad u permutaciji vrijedi Soapten e
Kartezijev produkt
Binarne relacije

i < .7 # p(l) > p(]) Relacijena A X A

7.0, pd

. s ~ " . . Svojstva bin. relacija
zovemo inverzijom u p. Ozna&imo li sa I(p) ukupan broj

Relacija ekvivalencije

Parcijalni uredaj

inverzija u p, tada definiramo funkciju sign sa
Sigl’l : Sn = {715 ]-}7 Slgn(p) = (71)1(1))7

gdje je sa S, oznalen skup svih permutacija na n-¢lanom

skupu.




Za permutaciju p kaZemo da je parna ako je sign(p) = 1.

Za permutaciju p kazemo da je neparna ako je

sign(p) = —1.

Primjer 20.
1 2 3 4 5 6

Odredite parnost permutacije p =
2 1 3 5 46

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup
Operacije sa skupovima
Svojstva operacija
Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A
2, 0%, p?

Svojstva bin. relacija
Relacija ekvivalencije

Parcijalni uredaj




Za permutaciju p kaZemo da je parna ako je sign(p) = 1.

Za permutaciju p kazemo da je neparna ako je

sign(p) = —1.

Primjer 20.
1 2 3 4 5 6

21 3 5 4 6

Odredite parnost permutacije p =

Rjesenje.
1<2 = p(1)>p(2)
4<5 = p(4) > p5)

Dakle, I(p) = 2, pa je sign(p) = (—1)2 = 1. Stoga je p

parna permutacija.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Skupovi i relacije
Zadavanje skupa
Skupovske relacije
Partitivni skup
Operacije sa skupovima
Svojstva operacija
Kartezijev produkt
Binarne relacije
Relacijena A X A
2, 0%, p?

Svojstva bin. relacija

Relacija ekvivalencije

Parcijalni uredaj
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