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Matrice i determinante

Definicija matrice
Matrice su jedan od najvaznijih matematickih objekata S

Operacije s matricama

koje imaju Siroku primjenu u raznim podru&jima ljudske

Determinante
. . . . Svojstva Det

djelatnosti, a pogotovo u informatici. Minore  Kofaktor

Matrice se koriste: L

Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe

@ za zapisivanje i obradu podataka
@ za razli¢ita modeliranja u ekonomici

@ u kompjutorskoj grafici
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Neka su M ={1,2,...,m} i N ={1,2,...,n}.

Realna matrica A tipa (formata) (m,n) je funkcija

Matrice i determinante

Uvod

A . M % N s R Specijalne matrice

Operacije s matricama

Determinante

Svojstva Det

pri &emu se funkcijska vrijednost A(37, j) oznalava s a;j i

Minore i kofaktori

smjeSta u i-ti redak i j-ti stupac tablice s m redova i n aplaceov razvol

Inverzna matrica

stu paca Matritne jednadzbe

ai a2 - Qln

a21 G2 - Q2n

Gm1l Am2 ° Omp




Neka su M ={1,2,....m} i N ={1,2,...,n}.
Kompleksna matrica A tipa (formata) (m,n) je
funkcija

A:MxN—-C

pri &emu se funkcijska vrijednost A(37, j) oznalava s a;;j i
smjesta u ¢-ti redak i j-ti stupac tablice s m redova i n

stupaca.

Skup svih realnih matrica tipa (m,n) oznatavamo s
M,n(R), a skup svih kompleksnih matrica tipa (m,n)

oznatavamo s M, (C).
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Ponekad se kratko skup svih matrica tipa (m,n)
oznacava s M, pri ¢emu je iz konteksta jasno da li se
radi o realnim ili kompleksnim matricama ili pak nam je
svejedno. Naime, uglavnom ¢éemo se baviti realnim
matricama, ali sve definicije i operacije koje ¢emo imati
na realnim matricama, analogno se prenose i na

kompleksne matrice, tim vise Sto je
Mn(R) C My (C).

Za element a;; matrice A koristi se i oznaka [A];;. S
druge strane, za matricu &iji su elementi a;; koristi se i

oznaka [a;;].
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Primjer 1.

Napisite matricu A tipa (2,3) ako je a;; = |i— j|+ |i +j|.
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Primjer 1.

Prof.dr.sc. Blazenka
- . . . . . . . Divjak
Napisite matricu A tipa (2,3) ako je a;; = |i— j|+ |i +j|. "’“
Matrice i determinante

Rjesenje. Uved

_ . _ Specijalne matrice

all — ’1 1| + ’1 + 1‘ — 2 Operacije s matricama
Determinante

alg = |1—2|—{—’1—|—2‘ =4 Svojstva Det

Minore i kofaktori

a13 == |]. - 3| “I‘ |]. + 3| == 6 Laplaceov razvoj
Inverzna matrica
as| = |2 — 1| L |2 L 1| =4 Matriéne jednadzbe

azp =12-2/+2+2/ =4
a23:|2—3]—|—]2+3\:6

Ao |01 o2 aig| 2 46
a1 22 a23 4 4 6
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Matrice i determinante

Uvod

. . . . Specijalne matrice
Za matrice A = [a;;] tipa (m,n) i B = [b;;] tipa (p, q) Operacije s matricama
v . . o . . Determinante

kaZzemo da su jednake i pifemo A = B ako vrijedi Svojstva Det
Minore i kofaktori
am=Dp, N=¢q

Laplaceov razvoj

Inverzna matrica

b Qij = bij Vi, j Matricne jednadzbe
Jednostavnije re¢eno, dvije matrice su jednake ako su

istog tipa i ako su im odgovarajuci elementi jednaki.
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Matrice i determinante

Primjer 2. Uvod

1 2

. . 1 2 3 . M Operacije s matricama
Da li su matrice A = iB= 13 4| jednake? Determinan
4 5 6 e ferlnlnall e
5 6 Svojstva Det

Minore i kofaktori

Specijalne matrice

Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Primjer 2.

1 2
1 2 3
Da Ii su matrice A = iB= |3 4| jednake?
4 5 6 -

Rjesenje.
Matrica A je tipa (2, 3), a matrica B je tipa (3,2) pa one

nisu jednake jer nisu istog tipa.
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Primjer 3.
Prof.dr.sc. Blazenka

Odredite vrijednosti realnih parametara a i b tako da Divjak

matrice A | B budu jednake, ako je

Matrice i determinante

Uvod

a?—b* (a+b)? -9 1
— 5 B — . Specijalne matrice

(a — b)2 a2 + b2 81 41 Operacije s matricama

Determinante

Svojstva Det

Minore i kofaktori

Laplaceov razvoj
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Primjer 3.
Prof.dr.sc. Blazenka

Odredite vrijednosti realnih parametara a i b tako da Divjak

matrice A | B budu jednake, ako je

Matrice i determinante

Uvod
a? - b (a+b)? -9 1
= = . Specijalne matrice
(a - b)2 a2 + b2 ’ 81 41 Operacije s matricama

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori

Rj e ée nj er Laplaceov razvoj

Inverzna matrica

Matrice A i B su tipa (2,2) pa da bi bile jednake moraju Matritne jednadzbe

im odgovarajudi elementi biti jednaki.

a2 -2 =-9
(a+b)*=1
(a —b)* =81

a2+ b =41



Iz prve i Eetvrte jednad?be dobivamo da je a®>=16 i
b?> = 25, odnosno a = +4 i b = +5.

Iz druge i trece jednadZbe slijedi da mora biti
a+b==+1, a—b=4+9.

To je moguce jedino u dva sluéaja:
aa=-4b=5
ba=4b=-5
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Matrice i determinante

Uvod

Definicija matrice

Kvadratna matrica reda n je matrica tipa (n,n). Dakle,

Operacije s matricama

to je matrica koja ima jednak broj redaka i stupaca. Daterminants

Svojstva Det

Primjer kvadratne matrice reda 3: Minore i kofaktori

Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

2 4 - 3 Matri¢ne jednadzbe




Neka je A = [a;;] kvadratna matrica reda n. Matematika (PITUP)

Glavna dijagonala matrice A je uredena n-torka PV°‘-“';‘?;Bk'aiE"ka
ivja

(61117 a2, ... 7ann)-

Matrice i determinante

Sporedna dijagonala matrice A je uredena n-torka -
(al'm a2 'I‘L—l) ey anl)- Definicija matrice
Operacije s matricama
- . 3 4 6 -2 E—
2 4 - 3 8 5 1 U Minore i kofaktori
A=10 1 B= e
o 3 4 2 1 7 1 — 3 Matri¢ne jednadzbe
- - 9 8 -4 3
r q 3 4 6 -2
e 85 1 0
A= 10 1 B =
17 1 -3
-3 4 2
- - 9 8 -4 3




Neka je A = [a;;] kvadratna matrica reda n. Matematika (PITUP)

Glavna dijagonala matrice A je uredena n-torka PV°‘-“';‘?;Bk'aiE"ka
ivja

(a11,a22; - - -, Gnn)-
Matrice i determinante

Sporedna dijagonala matrice A je uredena n-torka ved
(aln, a2p—1,--- 7an1). Definicija matrice

Operacije s matricama

Glavna dijagonala _ -

: . 3 4 6 -2 E—
2 4 - 3 8 5 1 U Minore i kofaktori
A=10 2 1 B= a———
- 3 4 2 1 7 1 — 3 Matri¢ne jednadzbe
- - 9 8 -4 3
. . (3 4 6 -2
e 85 1 0
A= 10 1 B =
17 1 -3
-3 4 2
- - 9 8 -4 3




Neka je A = [a;;] kvadratna matrica reda n. Matematika (PITUP)

Glavna dijagonala matrice A je uredena n-torka PV°‘-“';‘?;Bk'aiE"ka
ivja

(61117 a2, ... 7ann)-

Matrice i determinante

Sporedna dijagonala matrice A je uredena n-torka -
(al'm a2 'I‘L—l) . 7an1). Definicija matrice
Operacije s matricama
- . 3 4 6 -2 E—
2 4 _3 8 5 1 U Minore i kofaktori
A=10 1 B= e
o 3 4 2 1 7 1 — 3 Matri¢ne jednadzbe
- - 9 8 -4 3
Sporedna dijagonala _ ,
r q 3 4 6 -2
2t 85 1 0
A=10 2 1 B =
17 1 -3
-3 4 2
- - 9 8 -4 3




Dijagonalna matrica je kvadratna matrica &iji su

elementi izvan glavne dijagonale jednaki 0, tj.

aij:(] Za Z#]

3 00 0
2 0 0 0 0
A= -3 0 B =
0 0 5
0
0 0 0 =2

Jednostavniji zapis dijagonalnih matrica:

A =diag (2,-3,8), B =diag(3,0,5,—2)
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Gornje trokutasta matrica je kvadratna matrica kojoj

Matrice i determinante

su elementi ispod glavne dijagonale jednaki 0, tj. Uvod

Definicija matrice

CLU = 0 Za 1: > j- Operacije s matricama
Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori

Laplaceov razvoj

S

Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe

|
ot
o wot © o

N e W =

= = © E9
=2 O
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Donje trokutasta matrica je kvadratna matrica kojoj su

Matrice i determinante

elementi iznad glavne dijagonale jednaki O, tj.

Uvod

Definicija matrice
aﬂl] = 0 Za 1 < ‘7' Operacije s matricama
Determinante
Svojstva Det

Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe

_ o O O
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Jediniéna matrica je dijagonalna matrica kojoj su Prof.dr.sc. Blavenka
. T .. . . Dilijak
elementi na glavnoj dijagonali jednaki 1, tj.

Matrice i determinante

1’ ,L :] ; Uvod
a; = 0z = «— Kroneckerov simbol Definicija marice
0’ ¢ 7é ‘7 Operacije s matricama
Determinante
Jedini¢ne matrice treceg i Cetvrtog reda: Svojstva Det
Minore i kofaktori
B T Laplaceov razvoj
1 0 0 0 Inverzna matrica
]. O 0 0 1 0 0 Matri¢ne jednadzbe
I=10 1 0 I=
0 010
0 0 1
0 001

Standardna oznaka za jedini¢nu matricu je I bez obzira

na red koji ¢e iz konteksta biti jasan.




Jednoredna matrica je matrica tipa (1,n), tj. to je

matrica koja ima samo jedan redak.

A:[l 45 9

Jednostup&ana matrica je matrica tipa (m, 1), tj. to je

matrica koja ima samo jedan stupac.
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Nulmatrica je matrica &iji su svi elementi jednaki 0, tj.

Matrice i determinante

Uvod
L 0 V B . Definicija matrice
G5 = U, (2WE
Operacije s matricama
. . . . Determinante
Nulmatrice tipa (2,3) i (2,2): Svaston Dot

Minore i kofaktori

0 O 0 0 0 Laplaceov razvoj
O = O = Inverzna matrica
0 0 O O 0 Matrigne jednadzbe

Standardna oznaka za nulmatricu je O bez obzira kojeg je

tipa koji ¢e iz konteksta biti jasan.
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Prof.dr.sc. Blazenka

. o .. .y Divjak
Za kvadratnu matricu A = [a;;] kaZemo da je simetritna '““
a kO Vrijedi Matrice i determinante
o o Uvod
aﬂl] = a/.]27 VZ’]‘ Definicija matrice
Drugim rije¢ima, takva matrica je simetri¢na s obzirom T o e
Determinante
na svoju glavnu dijagonalu. Svajstva Det

Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

— 3 Matri¢ne jednadzbe




Za kvadratnu matricu A = [a;;] kaZemo da je

antisimetri€éna ako vrijedi
A5 = —Qjj, V’L,]

U slu¢aju da je ¢ = j dobivamo da je a;; = —ay;, odnosno
a;; = 0 za svaki i. Dakle, antisimetri¢ne matrice na
glavnoj dijagonali imaju nule.

0 4 =3

-4 0 8 -1

3 -8 0 -10
1 10 O
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Operacije s matricama

Prof.dr.sc. BlaZzenka

Transponiranje matrica Divjak

Matrice i determinante

Uvod

Transponirana matrica matrice A tipa (m,n) je matrica  [Bi——.

Specijalne matrice

AT tipa (n,m) za koju vrijedi

Determinante

Svojstva Det

T A .
|:A :| - [A]]Z . Minore i kofaktori
uy Laplaceov razvoj
Inverzna matrica
Transponirana matrica zadane matrice dobije se tako da Matrine jednadzbe

se svi njezini redovi napiSu u stupce.
Transponiranje matrica je unarna operacija na

matricama.
(A7) = 4
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. . Prof.dr.sc. Blazenka
Primjer 4. Diviak
2 -3 1 4
R o Matrice i determinante
Transponirajte matricu A= | = —9 1 0f.

Uvod

-2 1 1 7 Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka

Primjer 4. Diviak

2 -3 1 4
Transponirajte matricu A= |+ —9 1 0

Matrice i determinante

Uvod

-2 1 1 7 Definicija matrice

Specijalne matrice

Rjesenje. Ey—
i ) ) ) . T 2 Svojstva Det
Matrica A je tipa (3,4). Transponirana matrica A" ¢e Minore i kofaktor

b|t| tlpa (47 3) . Laplaceov razvoj

Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe
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Zbrajanje matrica
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Matrice i determinante

Zbrajati se mogu samo matrice istog tipa i kao rezultat oo

Definicija matrice

opet dobijemo matricu istog tipa kojeg su bile i pocetne

Specijalne matrice

matrice. Preciznije, neka su A, B € M,,,, dane sa

Determinante

A = [a;j], B = [b;j]. Zbroj matrica A i B je matrica ot Bet
inore i kofaktori
C = [cij) € Myy za koju vrijedi Laplaceo razvoj

Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe

Cij = Q45 + bz’j, Vi, j.
Pigemo: C = A + B.

Dakle, dvije matrice istog tipa zbrajamo tako da im

zbrojimo odgovarajuée elemente.
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Primjer 5.

Prof.dr.sc. Blazenka
_1 4 _3 7 Divjak
Odredite ZbFOj matrica A = 2 3 iB=[12 6]|. Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Matematika (PITUP)

Primjer 5. Prof.dr.sc. Blazenka
_1 4 _3 7 Divjak
Odredite ZbFOj matrica A = 2 3 iB=[12 6]|. Matrice i determinante

Uvod

Definicija matrice
Specijalne matrice
Rjesenje.
Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj

7
A + B — 2 3 + 12 6 — Inverzna matrica
5)

Matri¢ne jednadzbe

(14 (=3) 4+7 —4 11
=| 2412 3+6|=|14 9
8+0 —3+5 8 2
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Kako se zbrajanje matrica svodi na zbrajanje realnih

Prof.dr.sc. Blazenka

brojeva po komponentama, vrijede sljedeca svojstva Divjak

ZbraJanJa matrica. Matrice i determinante
. . . .- . W]

Za matrice A, Bi C tipa (m,n) vrijedi: Definicia matice

Specijalne matrice

@ Komutativnost zbrajanja matrica:

Determinante

Svojstva Det

A+ B=B+ A Minore i kofaktori

Laplaceov razvoj

Inverzna matrica

@ Asocijativnost zbrajanja matrica: Matritne jednadzbe
(A+B)+C=A+(B+C)
© Postoji neutralni element: nulmatrica tipa (m,n)

A+O=0+A=4A
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MnoZenje matrice skalarom (brojem)
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Divjak

Matrice i determinante

Uvod

Definicija matrice

Matricu mnoZimo brojem tako da svaki element matrice S

pomnoZimo tim brojem i dobivamo matricu istog tipa Eo—

. . . . v . Svojstva Det
kojeg je bila i pocetna matrica. Minore i kofaktor
) .. . . Laplaceov razvoj
Preciznije, neka je A = [ai;] € My i k € R. Produkt v e
Matri¢ne jednadzbe

matrice A i realnog broja k je matrica C' = [¢;;] € My,
takva da je

Cij = kaij, Vl,j
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Divjak
Primjer 6.

Matrice i determinante

Odredite produkt matrice A= | 2 3 | i broja g

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Primjer 6.

Matrice i determinante

Uvod

. . .3
Odredite produkt matrice A= | 2 3 | i broja = Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
R O . Svojstva Det
Jesen-je' Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe

N N

\S]
Nl Nlw




Propozicija 1.
Neka su k,l € R, a A, B € My,,. Tada vrijedi:

Q kvaziasocijativnost
kE(lA) = (k1)A
Q posjedovanje jedinice
1-A=A
© distributivnost u odnosu na zbrajanje skalara
(k+1)A=kA+IA
© distributivnost u odnosu na zbrajanje matrica

k(A+B)=kA+ kB

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe
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Prof.dr.sc. Blazenka

Dokaz BHE

Sva nabrojena svojstva mnoZenja matrice skalarom slijede  REEEEEEZEIIES
. . o2 . . . . . . Uvod

iz svojstava mnoZenja i zbrajanja realnih brojeva. S

Specijalne matrice
1 Neka je A = [a;;]. Tada je —
Determinante
Svojstva De
k(1A) = k[lai;] = [k(laij)] = [(K)aij] = K [ai;] = (k) A [
l Laplaceov razvoj
asocijativnost mnoZenja realnih brojeva e e

Matri¢ne jednadzbe

2 Neka je A = [a;;]. Tada je

1-A=1ay] = [ay] = A




3 Neka je A = [a;;]. Tada je
(k+DA=(k+1)]ay] = [(k+)ay] = [kay + lai;] =
distributivnost mnoZenja prema zbrajan;Lu realnih brojeva
= [kaij] + [laij] = k[ay] +Uay] =
=kA+1A
4 Neka je A = [ay;] i B = [b;;]. Tada je
k(A + B) = k([aig] + [bis]) = k[ai; + bij] =
= [k(ai; + b)] T [kaij + kbij] =
distributivnost mnoZenja prema zbrajanju realnih brojeva
= [kai;] + [kbi;] = k[aij] + k[bi;] = kA + kB
Q

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante
Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Matematika (PITUP)

Oduzimanje matrica

Prof.dr.sc. BlaZzenka
A-B=A+(-1)B o

Matrice i determinante

Jednostavnije receno, dvije matrice istog tipa oduzimamo ved

Definicija matrice

tako da im oduzmemo odgovarajuée elemente i kao

Specijalne matrice

rezultat dobijemo opet matricu istog tipa kojeg su bile i

Determinante

pocetne matrice. el (X
Minore i kofaktori
o _ 7 _ - o Laplaceov razvoj
Dakle’ ako Je A — [al]] I B - [blj]’ tada Je Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe

A—B= [aij — b”]

Primijetimo da za svaku matricu A = [a;;] € M,y postoji

tzv. suprotna matrica oblika —A = [—a;;] za koju vrijedi

A+ (—A)=—-A+A=0.




Matematika (PITUP)

MnoZenje matrica

Prof.dr.sc. BlaZzenka
Divjak

MnoZenje matrica se ne definira na nacin sli€an zbrajanju. REGEEEESEIEIE
Uvod

Za to postoje dublji razlozi u koje ovdje ne¢emo ulaziti,

Definicija matrice

Specijalne matrice

ali ¢emo dati jedan primjer koji bi nam trebao opravdati

Determinante

tu definiciju u smislu da ona ima primjene na stvarne

Svojstva Det

probleme. Minore i kofaktori

Laplaceov razvoj

Inverzna matrica

Neka su a = (al,ag, e ,an) i b= (bl,bg, .. .,bn) dvije it vt
uredene n-torke realnih brojeva. Skalarni produkt tih

uredenih n-torki je

n
ab = a1by + asby + - - + anb, = Zazbl
=1




Matematika (PITUP)

Primjer 7.

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Nadite skalarni produkt uredenih Eetvorki (1,3,—2,0) i
(9’ 8’ _37 _7) 5 Matrice i determinante

ja matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Matematika (PITUP)

Primjer 7.

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Nadite skalarni produkt uredenih Eetvorki (1,3,—2,0) i
(9’ 8’ _37 _7) 5 Matrice i determinante

Uvod

Definicija matrice

Rj eée nj en Specijalne matrice

(]" 37 _27 0) : (9, 87 _3, _7) = Determinante

Svojstva Det
=1:0+3:84 (-2 (9 +0- (N =30 K

Matri¢ne jednadzbe




Matematika (PITUP)

Primjer 7' Prof.dr.sc. Blazenka
5 o o v . . Divjak
Nadite skalarni produkt uredenih etvorki (1,3,—2,0) i '
(9’ 8’ _37 _7) . Matrice i determinante
Uvod

Definicija matrice

Rjegenje . Specijalne matrice

(]" 37 _27 0) : (9, 8, _3, _7) S Determinante

Svojstva Det

=1-9+3-8+ (f2) . (73) +0- (77) — 39 Minore i kofaktori

Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe

KaZemo da je matrica A ulan€ana s matricom B ako
matrica B ima onoliko redaka koliko matrica A ima
stupaca, tj. ako je A tipa (m,n), a B tipa (n,p). U tom

slu¢aju matrica B ne mora biti ulanana s matricom A

(to Ce biti jedino u slu€aju p = m). Dakle, za ulanZanost

je bitan poredak matrica.




Matematika (PITUP)

MnoZiti se mogu jedino ulanéane matrice.|

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Neka su dane matrice

Matrice i determinante

Uvod
A= [CLZJ] € an i B= [b”] € an. Definicija matrice

Specijalne matrice

Produkt matrica A i B je matrica C' = [¢;;] tipa (m,p) pommm——

Svojstva Det

za Cije elemente vrijedi

Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj

Inverzna matrica

n
CZ] — g a’Zk bk] . Matrigne jednadzbe
k=1

Pisemo: C = AB.

Pogledamo |i malo bolje, u ¢-tom retku i j-tom stupcu u
AB se nalazi skalarni produkt i-tog retka matrice A sa

j-tim stupcem matrice B.




Dakle, Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka

Cij = (i—ti redak matrice A) l (j—ti stupac matrice B) Divjak

skalarni produkt Matrice i determinante
Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj

Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Dakle,

Cij = (i—ti redak matrice A) l (j—ti stupac matrice B)

Primjer 8.

skalarni produkt

Odredite AB i BA ako je

3

0
b A= |2
2

4 0
1 2|, B=|-5 -1
2 0

1 2
2 3

W = =
sy
Il

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Matematika (PITUP)

Rjeéenje. Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

a A je tipa (3,3), B je tipa (3,3) = AB je tipa (3, 3).

Matrice i determinante
Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice
0 1 1 C11 C12 Ci13 i

4 0
1 2 5 _ 5 _ 1 2 — a1 c99 €23 Determinante
2 0

Svojstva Det

Mi i kofaktori
1 2 1 C3]_ 632 C33 inore i kofaktori

Laplaceov razvoj

Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Rjesenje.

a A je tipa (3,3), B je tipa (3,3) = AB je tipa (3, 3).

4 0 0 1 1 C11 Ci12 C13
1 2(-|-=5 —1 2| = |(co1 c22 co3
2 0

1 2 1 €31 C32 €33

cin = (3,4,0)-(0,—=5,1) =3-04+4-(=5)+0-1=—20

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Rjesenje.

a A je tipa (3,3), B je tipa (3,3) = AB je tipa (3, 3).

4 0 1 —20 c12 ci3
1 2| -|-5 —1 2| =|co1 coo co3
2 0 1

€31 (€32 C33

cin = (3,4,0)-(0,—-5,1) =3-04+4-(=5)+0-1=—20

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Matematika (PITUP)

Rjeéenje. Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

a A je tipa (3,3), B je tipa (3,3) = AB je tipa (3, 3).

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice
Specijalne matrice

—20 C12 (13

Determinante

C21  C22 (23

Svojstva Det

N =
S N O
|
ot
|
—
— N
Il

Minore i kofaktori
€31 €32 (33
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe

c1o=(3,4,0)-(1,-1,2) =3-14+4-(=1)+0-2=—1




Matematika (PITUP)

Rjeéenje. Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

a A je tipa (3,3), B je tipa (3,3) = AB je tipa (3, 3). Matrice | determinante

Uvod

Definicija matrice

Specijalne matrice

3 4 0 1 —20 -1 C13
AB = 5 ]. 2 ° - 5 — 1 2 = 621 622 023 Determinante
2 0 1

Svojstva Det

Minore i kofaktori

€31 €32 €33
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe

c1o=(3,4,0)-(1,-1,2) =3-14+4-(=1)+0-2=—1




Rjesenje.

a A je tipa (3,3), B je tipa (3,3) = AB je tipa (3, 3).

3 4 0 1 —20 —1 «ci3
AB= |5 1 2|-|=5 =1 2| =|ca c22 co3
2 0 1

C31 (€32 (33

c13=(3,4,0)-(1,2,1)=3-1+4-240-1=11

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Rjesenje.

a A je tipa (3,3), B je tipa (3,3) = AB je tipa (3, 3).

3 4 0 1 —-20 -1 11
AB= |5 1 2|-|=5 =1 2| =|ca c22 co3
2 0 1

C31 (€32 (33

c13=(3,4,0)-(1,2,1)=3-1+4-240-1=11

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Rjesenje.

a A je tipa (3,3), B je tipa (3,3) = AB je tipa (3, 3).

3 4 0 1 —-20 -1 11
AB= |5 1 2|-|=5 =1 2| =|ca1 c22 co3
2 0 1

C31 (€32 (33

cor=(51,2)-(0,-5,1)=5-0+1-(=5)+2-1=-3

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Rjesenje.

a A je tipa (3,3), B je tipa (3,3) = AB je tipa (3, 3).

3 4 0 1 —-20 -1 11
AB= |5 1 2[-|-5 —1 2| =1|-3 ¢y co
20 1

C31 (€32 (33

cor=(51,2)-(0,-5,1)=5-0+1-(=5)+2-1=-3

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Rjesenje.

a A je tipa (3,3), B je tipa (3,3) = AB je tipa (3, 3).

—-20 -1 11

C22 (23

S
&
Il
ot W
N =
= )
|
o)
|
—_
[ R
Il
|
w

C31 (€32 (33

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Rjesenje.
a A je tipa (3,3), B je tipa (3,3) = AB je tipa (3, 3).
—20 -1 11

-3 8 C23

C31 (€32 (33

S
&
Il
ot W
N =
= )
|
o)
|
—_
[ R
Il

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Rjesenje.

a A je tipa (3,3), B je tipa (3,3) = AB je tipa (3, 3).

co3=(5,1,2)-(1,2,1)=5-14+1-24+2-1=9

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Rjesenje.

a A je tipa (3,3), B je tipa (3,3) = AB je tipa (3, 3).

0 1 1 —-20 -1 11
AB =

ot w
O —

1 2 1 €31 €32 C33

co3=(5,1,2)-(1,2,1)=5-14+1-24+2-1=9

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Rjesenje.

a A je tipa (3,3), B je tipa (3,3) = AB je tipa (3, 3).

3 4 0 0 1 1 —-20 -1 11
AB=1|5 1 2|-|-5 -1 2=|-3 8 9
20

1 2 1 €31 €32 €33

31 = (—1,2,0)-(0,=5,1) = —=1-0+2-(=5)+0-1 = —10

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Rjesenje.

a A je tipa (3,3), B je tipa (3,3) = AB je tipa (3, 3).

31 = (—1,2,0)-(0,=5,1) = —=1-0+2-(=5)+0-1 = —10

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Matematika (PITUP)

Rjeéenje. Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

a A je tipa (3,3), B je tipa (3,3) = AB je tipa (3, 3).

Matrice i determinante
Uvod
Definicija matrice

1 1 Specijalne matrice

0 1 1 -20 -1
_ 3 8 9 Determinante

Svojstva Det

]_ 2 1 — 10 c32 c33 Minore i kofaktori

Laplaceov razvoj

AB =

ot W
[N N
oS N O

|

(@)

|

—_

[\)

|

Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe

33 =(—1,2,0)-(1,-1,2) = —1-142-(=1)+0-2 = —3




Matematika (PITUP)

Rjeéenje. Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

a A je tipa (3,3), B je tipa (3,3) = AB je tipa (3, 3).

Matrice i determinante
Uvod
Definicija matrice

1 1 Specijalne matrice

0 1 1 -20 -1
_ 3 8 9 Determinante

Svojstva Det

]_ 2 1 — 10 _ 3 c33 Minore i kofaktori

Laplaceov razvoj

AB =

ot W
[N N
oS N O

|

(@)

|

—_

[\)

|

Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe

33 =(—1,2,0)-(1,-1,2) = —1-142-(=1)+0-2 = —3




Rjesenje.

a A je tipa (3,3), B je tipa (3,3) = AB je tipa (3, 3).

0 1 1 —-20 -1 11
AB =

ol
N~

1 2 1 —-10 -3 C33

033:(_17250)(1)271):_11+22+01:3

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Rjesenje.

a A je tipa (3,3), B je tipa (3,3) = AB je tipa (3, 3).

4 0 0 1 1 —20 -1 11
1 2-]1-5 -1 2|=|-3 8 9
2 0 1 2 1 -10 -3 3

033:(_17250)(1)271):_11+22+01:3

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod

Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Rjesenje.

a A je tipa (3,3), B je tipa (3,3) = AB je tipa (3, 3).

—20
-3
—10

-1 11
8 9
-3 3

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod

Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Matematika (PITUP)

Rjeéenje. Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

a B je tipa (3,3), A je tipa (3,3) = BA je tipa (3, 3). Matrice | determinante

Uvod

Definicija matrice

Specijalne matrice
0 1 1 3 C11 €12 (13

5 Detfgrminante
Svojstva Det

4 0
1 2| =|ca c2 o3
1 2 ]_ — 1 2 0 C31 c39 c33 Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Rjesenje.

a B je tipa (3,3), A je tipa (3,3) = BA je tipa (3, 3).

0 1 1 3 4 0 C11
BA=|-5 -1 2 5 1 2| = |cn
1 2 1 -1 2 0 C31

e = (0,1,1) - (3,5,

~1)=0-3+1-5+1-

C12 (13
C22 (23
€32 (€33

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Matematika (PITUP)

Rjeéenje. Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

a B je tipa (3,3), A je tipa (3,3) = BA je tipa (3, 3).

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

4 c12 ci3

C21 C22 (23

Svojstva Det

Minore i kofaktori

4 0
1 2 = Determinante
2 0

€31 €32 (33

Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe

0112(07151)(3)57_1):03+15+1(—1):4




Rjesenje.

a B je tipa (3,3), A je tipa (3,3) = BA je tipa (3, 3).

4 c12 ci3

0
2| = |ca1 co2 co3
0

Sy
o~
Il
|
ot
|
—
[N
(@)
[N S

€31 €32 (33

cp=(0,1,1)-(4,1,2) =0-4+1-1+1-2=3

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Rjesenje.

a B je tipa (3,3), A je tipa (3,3) = BA je tipa (3, 3).

4 0 4 3 C13
BA= (-5 -1 2|5 1 2| =|ca1 co2 cC23
2 0

€31 €32 (33

cp=(0,1,1)-(4,1,2) =0-4+1-1+1-2=3

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Rjesenje.

a B je tipa (3,3), A je tipa (3,3) = BA je tipa (3, 3).

4 0 4 3 C13
BA=|-5 -1 2|5 1 2| =|co1 con c23
2 0

€31 €32 (33

c13=(0,1,1)-(0,2,0)=0-0+1-2+1-0=2

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Rjesenje.

a B je tipa (3,3), A je tipa (3,3) = BA je tipa (3, 3).

4 0
BA=|-5 -1 2|-|5 1 2| =|ca1 co2 c23
2 0

€31 €32 (33

c13=(0,1,1)-(0,2,0)=0-0+1-2+1-0=2

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Matematika (PITUP)

Rjeéenje. Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

a B je tipa (3,3), A je tipa (3,3) = BA je tipa (3, 3).

Matrice i determinante

Uvod

Definicija matrice

Specijalne matrice
4 3 2

4 0
— Determinante
1 2 o 021 022 023 Svojstva Det
2 0 C C C Minore i kofaktori
31 32 33 Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe

021:(_57_152)(3;5;_1):_53—15—21:—22




Matematika (PITUP)

Rjeéenje. Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

a B je tipa (3,3), A je tipa (3,3) = BA je tipa (3, 3).

Matrice i determinante
Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Svojstva Det

0
BA = || = 5 -1 21 - 5 1 2| = |=-22 Co2 a3 Determinante
0

Minore i kofaktori
€31 €32 (33
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe

021:(_57_152)(3;5;_1):_53—15—21:—22




Matematika (PITUP)

Rjeéenje. Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

a B je tipa (3,3), A je tipa (3,3) = BA je tipa (3, 3).

Matrice i determinante

Uvod

Definicija matrice

O 4 3 2 Specijalne matrice
BA = || = 5 -1 21 - 5 1 2 = [=-22 Co2 o3 Determinante
0

Svojstva Det

Minore i kofaktori

€31 €32 (33
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe

c2 =(=5,-1,2)-(4,1,2) = =5-4+(-1)-14+2.2 = 17




Matematika (PITUP)

Rjeéenje. Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

a B je tipa (3,3), A je tipa (3,3) = BA je tipa (3, 3). Matrice | determinante

Uvod

Definicija matrice

4 O 4 3 2 Specijalne matrice
1 2 = _ 22 _ 1 7 023 Determinante
2 0

Svojstva Det

Minore i kofaktori

€31 €32 (33
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe

c2 =(=5,-1,2)-(4,1,2) = =5-4+(-1)-14+2.2 = 17




Rjesenje.
a B je tipa (3,3), A je tipa (3,3) = BA je tipa (3, 3).

4 3 2

0 1 1 3 40
5 1 2 =1-22 =17 co3
2 0

1 2 1 —1 C31 C39 C33

o3 = (=5,-1,2)-(0,2,0) = —=5-0+(—1)-24+2.0 = —2

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante
Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Rjesenje.
a B je tipa (3,3), A je tipa (3,3) = BA je tipa (3, 3).

4 3 2

0 1 1 3 40
5 1 2(=1]-22 17 -2
2 0

1 2 1 —1 c31 C33 C33

o3 = (=5,-1,2)-(0,2,0) = —=5-0+(—1)-24+2.0 = —2

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante
Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Matematika (PITUP)

Rjeéenje. Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

a B je tipa (3,3), A je tipa (3,3) = BA je tipa (3, 3).

Matrice i determinante

Uvod

Definicija matrice

Specijalne matrice
4 3 2

0 1 1/ |3 40
5 1 2 = _ 22 _ 1 7 _ 2 Detf!rminante
Svojstva Det
2 0

Minore i kofaktori

1 2 1 =1 €31 €32 (33

Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe

e =(1,2,1)-(3,5,-1) =1-3+2-5+1-(-1) =12




Matematika (PITUP)

Rjeéenje. Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak
a B je tipa (3,3), A je tipa (3,3) = BA je tipa (3, 3). Matrice | determinante

Uvod

Definicija matrice

Specijalne matrice
4 3 2

0 1 1/ |3 40
5 1 2 = A 22 _ 1 7 _ 2 Determinante
2 0

Svojstva Det

1 2 1 — 1 1 2 632 C33 Minore i kofaktori

Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe

e =(1,2,1)-(3,5,-1) =1-3+2-5+1-(-1) =12




Rjesenje.

a B je tipa (3,3), A je tipa (3,3) = BA je tipa (3, 3).

4 0 4 3 2
BA=|-5 -1 2|5 1 2|=1[-22 —-17 -2
2 0

12 c32  c33

e =(1,2,1)-(4,1,2)=1-442-14+1-2=8

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Rjesenje.

a B je tipa (3,3), A je tipa (3,3) = BA je tipa (3, 3).

4 0 4 3 2
BA=|-5 -1 2||5 1 2|=|-22 —-17 -2
2 0 12 8 33

e =(1,2,1)-(4,1,2)=1-442-14+1-2=8

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Rjesenje.

a B je tipa (3,3), A je tipa (3,3) = BA je tipa (3, 3).

4 0 4 3 2
BA=|-5 -1 2|-|5 1 2|=[-22 —17 -2
2 0 12 8 C33

033:(17251)(0)270):10+22+10:4

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Rjesenje.

a B je tipa (3,3), A je tipa (3,3) = BA je tipa (3, 3).

4 0 4 3 2
BA=|-5 -1 2[5 1 2|=1[-22 —-17 -2
2 0 12 8 4

033:(17251)(0)270):10+22+10:4

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Matematika (PITUP)

Rjeéenje. Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak
a B je tipa (3,3), A je tipa (3,3) = BA je tipa (3, 3). Matrice | determinante

Uvod

Definicija matrice

Specijalne matrice
4 3 2

0 1 1/|3 40
5 1 2 = A 22 _ 1 7 _ 2 Determinante
2 0

Svojstva Det

12 8 4 Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj

Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

b A je tipa (3,2), B je tipa (2,2) = AB je tipa (3,2).

Matrice i determinante

Uvod
0 1 1 2 Cll 012 Definicija matrice
AB — 2 1 = 621 022 Specijalne matrice
2 2 3 Determinante
3 31 C32

Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka

Divjak
b A je tipa (3,2), B je tipa (2,2) = AB je tipa (3,2). :
Matrice i determinante

Uvod
Cl 1 012 Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante

1
1] - = |c21 €22
3

€31 (32

Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj

Inverzna matrica

C11 = (07 1) : (L 2) =0-14+1-2=2 Matriéne jednadzbe




b A je tipa (3,2), B je tipa (2,2) = AB je tipa (3,2).

2 C12
AB =

NN O

1
1] - = |c21 €22
3

€31 (32

cn=(0,1)-(1,2)=0-1+1-2=2

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




b A je tipa (3,2), B je tipa (2,2) = AB je tipa (3,2).

2 C12
AB =

NN O

1
1] - = |c21 €22
3

€31 (32

c12=1(0,1)-(2,3)=0-2+1-3=3

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




b A je tipa (3,2), B je tipa (2,2) = AB je tipa (3,2).

AB =

NN O

1
1] - = |c21 €22
3

€31 (32

c12=1(0,1)-(2,3)=0-2+1-3=3

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




b A je tipa (3,2), B je tipa (2,2) = AB je tipa (3,2).

AB =

NN O

1
1] - = |co1 €22
3

€31 (32

cn=(2,1)-(1,2)=2-1+1-2=4

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




b A je tipa (3,2), B je tipa (2,2) = AB je tipa (3,2).

AB =

NN O

1
1 - — 4 C29
3

€31 (32

e =(2,1)-(1,2)=2-1+1-2=4

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




b A je tipa (3,2), B je tipa (2,2) = AB je tipa (3,2).

AB =

NN O

1
iy e = 4 C29
3

€31 (32

c2=(2,1)-(2,3)=2-2+1-3=7

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




b A je tipa (3,2), B je tipa (2,2) = AB je tipa (3,2).

2 3

2 3

w = =
Il
I
\]

€31 (32

c2=(2,1)-(2,3)=2-2+1-3=7

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




b A je tipa (3,2), B je tipa (2,2) = AB je tipa (3,2).

2 3

=14 7
2 3

W = =
|

€31 (€32

c31=(2,3)-(1,2) =2-1+3-2=38

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




b A je tipa (3,2), B je tipa (2,2) = AB je tipa (3,2).

2 3
1 2
: =14 7
2 3

8 32

AB =

NN O
W = =

c31=(2,3)-(1,2) =2-1+3-2=38

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




b A je tipa (3,2), B je tipa (2,2) = AB je tipa (3,2).

- 2 3
AB = : =14 7
2 3

8 C32

NN O
W = =

c32=1(2,3)-(2,3)=2-2+3-3=13

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




b A je tipa (3,2), B je tipa (2,2) = AB je tipa (3,2).

2 3
1 2
: =14 7
2 3
8 13

c32=1(2,3)-(2,3)=2-2+3-3=13

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante
Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka

Divjak
b A je tipa (3,2), B je tipa (2,2) = AB je tipa (3,2). :
Matrice i determinante

Uvod

1 Definicija matrice

12 petiicin mav
_ pecijalne matrice

1 . =

3

AB =
2 3

NN O

3 Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

b B je tipa (2,2), A je tipa (3,2) = BA nije definirano.

ja matrice

Specijalne matrice

Determinante

1 2
2 3

Svojstva Det
BA =

Minore i kofaktori

Laplaceov razvoj

N N O
©s = =

Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod

b B je tipa (2,2), A je tipa (3,2) = BA nije definirano. P ——

Specijalne matrice

Determinante

1 2
2 3

Svojstva Det
BA =

Minore i kofaktori

Laplaceov razvoj

NN O
©s = =

Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe

(1,2) - (0,2,2) ne mozemo izratunati.




Iz prethodnog primjera uotavamo da mnoZenje matrica

nije komutativno, tj. opcenito je

AB # BA.

MoZe se dogoditi da AB jest definirano, a da BA nije

definirano.

Nadalje, dijeljenje matrica nije definirano.

Pogledajmo sada jedan primjer koji ¢e nam pokazati da

ovakvo "¢udno” mnoZenje matrica ima primjenu na

realne probleme.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Primjer 9.
Proizvode N1, No, N3 moguce je kupiti u trgovinama T i
T5 po sljede¢im cijenama:

e uTy po 20, 13, 10 kuna redom,

o uly po 21, 12, 11 kuna redom.

Sastavite matricu A tipa (2,3) tako da sadrZi dane
podatke o cijenama. Koji se broj nalazi na mjestu asy ?

Nadalje, Zelimo Ii kupiti
5 komada N1, 3 komada No, 4 komada N3,

izralunajte koliko bi to ukupno doslo u trgovini T1, a

koliko u trgovini T5.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod

Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Rjesenje.

N1 Na N3

L1
20 13 10| <7

21 12 11| <« T»

A

Na mjestu ao1 nalazi se cijena proizvoda N7 u trgovini T5.

Pitamo se sada koliko bismo platili u trgovini 77, a koliko
u trgovini 75 ako kupimo 5 komada proizvoda N, 3
komada proizvoda Ns i 4 komada proizvoda N3. Jasno je
da to moZzemo jednostavno izradunati i bez upotrebe

matrica.

5:204+3-13+4-10=179 — u trgovini Ty
5:214+3-12+4-11 =185 — u trgovini 15

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice

Specijalne matrice

Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Medutim, moZemo definirati jednostupanu matricu X u Dlotemati el BIEE)

kojoj ¢e se nalaziti broj pojedinih proizvoda koje Zelimo "'°f-d';‘_°;‘i'aie""a
ivja
kupiti. Dakle,
Matrice i determinante
. X Uvod
5| < broj proizvoda N1 Definicija matrice
X _ 3 a broj proizvoda N2 Specijalne matrice
4 e broj proizvoda N3 Determinante
Svojstva Det
Minore i kofaktori
2 Laplaceov razvoj
Sada Je Inverzna matrica
Matri¢ne jednadzbe
)
20 13 10 179
AX = 3] =
21 12 11 p 185

Vidimo da su elementi matrice AX upravo traZene cijene

koje bismo platili u pojedinim trgovinama za navedenu

koli¢inu pojedinih proizvoda.



Matematika (PITUP)

Svojstva mnoZenja matrica
Prof.dr.sc. BlaZzenka
ako ne vrijedi komutativhost mnozenja matrica, mnoga Divjak

lijepa svojstva mnoZenja koja vrijede za brojeve ostaju

Matrice i determinante

sacuvana i kod matrica. Uvod

Definicija matrice

Specijalne matrice

Propozicija 2.
Neka su A, B, C' matrice, a k € R. Tada vrijedi
© A(BC) = (AB)C i
@ (A+ B)C = AC + BC S
Q AB+C)=AB+ AC
Q k(AB) = (kA)B = A(kB)
Q@ Al =1A= A, gdje je A kvadratna matrica
Q (AB)T = BT AT

Determinante

Svojstva Det

kada god su navedeni produkti definirani.



Determinante

Grubo reeno, determinanta je broj koji se pridruZuje
kvadratnoj matrici. Ako se radi o kvadratnoj matrici A,

tada taj broj oznatavamo sa det A ili |A].

Preciznije, determinanta kvadratne matrice A reda n je

broj
det A = Z Parp(1)azp(2) ** anp(r)
gdje p prolazi kroz sve permutacije skupa {1,2,...,n}, a

I(p) je broj inverzija permutacije p.

Uoc¢imo da se u produktima koji se zbrajaju javljaju po

jedan element iz svakog retka i svakog stupca matrice.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. BlaZzenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod

Definicija matrice

Specijalne matrice

Operacije s matricama

Svojstva Det

Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Neka je
A= [an]

kvadratna matrica reda 1. Determinanta te matrice je
tada

det A = ’an’ = all-.

Dakle, broj koji pridruzujemo kvadratnoj matrici reda 1 je
bas broj koji piSe u toj matrici. Napomenimo samo ovdje,
da ne dode do zabune, |a11]| je ovdje oznaka za

determinantu, a ne za apsolutnu vrijednost broja aiy.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice
Specijalne matrice

Operacije s matricama

Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Neka je

a1] aig Matrice i determinante
A - Uvod
a1 a2 Definicija matrice
. . . . Specijalne matrice
kvadratna matrica reda 2. Determinanta te matrice je L ——
a a Svojstva Det
11 12 inore i kofaktori
det A = = a11a92 — 12621 M kofakt
Laplaceov razvoj
a1 a2

Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Neka je
ail 012
A=
az1 a2

kvadratna matrica reda 2. Determinanta te matrice je

air a2
det A = = a11a22 — a12a21

a1 a2

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice
Specijalne matrice

Operacije s matricama

Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Neka je
ail 012
A=
az1 a2

kvadratna matrica reda 2. Determinanta te matrice je

a a
det A — 11 12

a1 a2

= a11a22 — G12G21

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice
Specijalne matrice

Operacije s matricama

Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Neka je
ail 012
A=
az1 a2

kvadratna matrica reda 2. Determinanta te matrice je

air a2
det A = = a11a22 — a12a21

a1 a2

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice
Specijalne matrice

Operacije s matricama

Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Neka je
ail 012
A=
az1 a2

kvadratna matrica reda 2. Determinanta te matrice je

a a
det A — 11 12

a1 a2

= a11a22 — G12G21

=3.8—(-2)-4=232

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice
Specijalne matrice

Operacije s matricama

Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Neka je
ail a2 a3
A= lan ax az
aszr as2 ass

kvadratna matrica reda 3. Determinanta te matrice je

ail ai2 a13
a1 Q92 G93| = @11Q22033 — (11023032 — A21G12033 +
a31 asz2 as3

+ ag1a13a32 + 31012023 — A31G13022
Zadatak 1.

Upotrebom definicije determinante provjerite da vrijedi

gornja formula za raunanje determinante 3. reda.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice
Specijalne matrice

Operacije s matricama

Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Sarrusovo pravilo

Formula za ra¢unanje determinante 3. reda je malo
nezgodna za pamtiti. Medutim, za determinante 3. reda
postoji jednostavna shema po kojoj se formiraju svi
produkti koji su nam potrebni za raéunanje njezine
vrijednosti. To je tzv. Sarrusovo pravilo i ono vrijedi

samo za determinante treceg reda.

Potrebno je prvo nadopisati prva dva stupca desno od
determinante i zatim formirati produkte elemenata u
smjeru glavne dijagonale, te oduzeti produkte elemenata

u smjeru sporedne dijagonale.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. BlaZzenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod

Definicija matrice

Specijalne matrice

Operacije s matricama

Svojstva Det

Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe



Matematika (PITUP)

Na pocetku
Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

aj] aiz ais Matrice i determinante

Uvod
az1 G22 (23

Definicija matrice

Specijalne matrice
azr asz aG33 -

Operacije s matricama

Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Matematika (PITUP)

Nadopisemo prvi stupac

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

ailr a2 ai13 | a1l Matrice i determinante

Uvod
a21 a22 a23 a21 Definicija matrice
Specijalne matrice
a1 agz a3 | asi pectae et

Operacije s matricama

Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Nadopisemo drugi stupac

ail
az1

a3l

a2
az2

a32

ai3
a23

ass

arl
a1

a3

()
a2

as2

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice
Specijalne matrice

Operacije s matricama

Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Napisemo jednako

ail
az1

a3l

a2
az2

a32

ai3
a23

ass

arl
a1

a3

()
a2

as2

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice
Specijalne matrice

Operacije s matricama

Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




U smjeru glavne dijagonale

ailp a2 aig
Q21 G22 a3

a31 as2 as3

= a11022033 +

arl
a1

a3

()
a2

as2

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice
Specijalne matrice

Operacije s matricama

Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Matematika (PITUP)

U smjeru glavne dijagonale

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

ailr a2 ai13 | a1l Aai2 Matrice i determinante

Uvod

a21 a22 a23 a21 a22 = Definicija matrice
Specijalne matrice
azr a2 a33 | a3zl as2 pecta e et

Operacije s matricama

Svojstva Det

== a11a22a33 —|— a12(1,23a,31 Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




U smjeru glavne dijagonale

ail
az1

a3l

a2
az2

a32

ai3
a23

ass

arl
a1

a3

a12

a2 =

as2

= 011022033 + 012023031 + @13G21a32

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice
Specijalne matrice

Operacije s matricama

Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




U smjeru sporedne dijagonale

a1l a2 ai3 | aix a2

Ga21 (22 (23 | A1 Q22 =

asz1 G32 G33 | a3zl Aa3z2

= 011022033 + 012023031 + 013021032 — (31022013

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice
Specijalne matrice

Operacije s matricama

Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




U smjeru sporedne dijagonale

a1l a2 ai3 | aixr a2

az1 G22 (23 | A1 Q22 =

az1 G32 G33 | a3zl Aa3z2

= 011022033 + 012023031 + 013021032 — (31022013 —

— 32a23011

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice
Specijalne matrice

Operacije s matricama

Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




U smjeru sporedne dijagonale

a1l a2 ai3 | aixr a2

Ga21 G22 (23 | A1 Q22 =

az1 G32 G33 | a3zl Aa3z2

= 011022033 + 012023031 + 013021032 — (31022013 —

— 32a230a11 — 433021412

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice
Specijalne matrice

Operacije s matricama

Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Gotovo jel!

a1l a2 ai3 | aixr a2

Ga21 G22 (23 | A1 Q22 =

az1 G32 G33 | a3zl Aa3z2

= 011022033 + 012023031 + 013021032 — (31022013 —

— 32a230a11 — 433021412

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice
Specijalne matrice

Operacije s matricama

Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Specijalne matrice

Operacije s matricama

Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Specijalne matrice

Operacije s matricama

Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante
Uvod

Definicija matrice
Specijalne matrice

Operacije s matricama

Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante
Uvod

Definicija matrice
Specijalne matrice

Operacije s matricama

Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante
Uvod

Definicija matrice
Specijalne matrice

Operacije s matricama

Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante
Uvod

Definicija matrice
Specijalne matrice

Operacije s matricama

Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

ja matrice
Specijalne matrice

Operacije s matricama

Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice
Specijalne matrice

Operacije s matricama

Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice
Specijalne matrice

Operacije s matricama

Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice
Specijalne matrice

Operacije s matricama

Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




-3 7 9 (=3 7

=3:2:944-8-(=3)+(=2)-1-7—(=2)-2-(=3) —
—3.8:7T—4-1-9=-272

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice
Specijalne matrice

Operacije s matricama

Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Uocimo da smo kod racunanja determinanti drugog reda
imali dva sumanda od kojih je svaki bio produkt od dva
elementa. Kod determinanti treceg reda imali smo Sest

sumanada od kojih je svaki bio produkt od tri elementa.
Opcenito, kod determinanti n-tog reda imat ¢emo n!

sumanada od kojih je svaki produkt od n elemenata.

Dakle, ra¢unanje determinati viseg reda po definiciji je
dugotrajno i takoreci neizvedivo u nekom razumnom
vremenu. Ve¢ kod determinanti petog reda imali bismo

120 sumanada koji su produkti od pet elemenata.

Stoga nam trebaju neka svojstva determinanti koja ée

nam olak$ati njihovo raunanje.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante
Uvod

Definicija matrice
Specijalne matrice

Operacije s matricama

Svojstva Det
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Matematika (PITUP)

Svojstva determinanti

Prof.dr.sc. BlaZzenka
Divjak

Matrice i determinante

U ovom dijelu pretpostavljamo da su A i B kvadratne Uved

Definicija matrice

matrice n-tog reda. llustraciju svojstava determinanti Specijalne matrice

Operacije s matricama

pokazivat ¢emo na determinantama Cetvrtog reda. DL

Minore i kofaktori

1 det A = det AT Laplaceov razvoj

Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe

1 3 -2 7
3 2 0 -8
4 -6 -7 1




Matematika (PITUP)

Svojstva determinanti

Prof.dr.sc. BlaZzenka
Divjak

Matrice i determinante

U ovom dijelu pretpostavljamo da su A i B kvadratne Uved

Definicija matrice

matrice n-tog reda. llustraciju svojstava determinanti Specijalne matrice

Operacije s matricama

pokazivat ¢emo na determinantama Cetvrtog reda. DL

Minore i kofaktori

1 det A = det AT Laplaceov razvoj

Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe

1 3 -2 7 1
3 2 0 -8 |3
4 6 -7 1| |-2




Matematika (PITUP)

Svojstva determinanti

Prof.dr.sc. BlaZzenka
Divjak

Matrice i determinante

U ovom dijelu pretpostavljamo da su A i B kvadratne Uved

Definicija matrice

matrice n-tog reda. llustraciju svojstava determinanti Specijalne matrice

Operacije s matricama

pokazivat ¢emo na determinantama Cetvrtog reda. DL

Minore i kofaktori

1 det A = det AT Laplaceov razvoj

Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe

1 3 -2 7 1 3
3 2 0 -8 |3
4 6 -7 1| |-2 0




Matematika (PITUP)

Svojstva determinanti

Prof.dr.sc. BlaZzenka
Divjak

Matrice i determinante

U ovom dijelu pretpostavljamo da su A i B kvadratne Uved
Definicija matrice
matrice n-tog reda. llustraciju svojstava determinanti Specijalne matrice

Operacije s matricama

pokazivat ¢emo na determinantama Cetvrtog reda. DL

Minore i kofaktori

1 det A = det AT Laplaceov razvoj

Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe

1 3 -2 7 1 3 4
3 2 0 -8 |3 —6
4 6 -7 1| |-2 0 -7




Matematika (PITUP)

Svojstva determinanti

Prof.dr.sc. BlaZzenka
Divjak

Matrice i determinante

U ovom dijelu pretpostavljamo da su A i B kvadratne Uved

Definicija matrice

matrice n-tog reda. llustraciju svojstava determinanti Specijalne matrice
. , . v Operacije s matricama
pokazivat ¢emo na determinantama Cetvrtog reda. Daterminant

Minore i kofaktori

1 det A = det AT Laplaceov razvoj

Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe

1 3 -2 7 1 3 4 2
3 2 0 8| |3 -6 7
4 -6 -7 1| |-2 0 -7 2
2 7 2 1 7 -8 1 1




Matematika (PITUP)

Svojstva determinanti

Prof.dr.sc. BlaZzenka
Divjak

Matrice i determinante

U ovom dijelu pretpostavljamo da su A i B kvadratne Uved

Definicija matrice

matrice n-tog reda. llustraciju svojstava determinanti Specijalne matrice
. , . v Operacije s matricama
pokazivat ¢emo na determinantama Cetvrtog reda. Daterminant

Minore i kofaktori

1 det A = det AT Laplaceov razvoj

Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe

1 3 -2 7 1 3 4 2
3 2 0 8| |3 -6 7
4 -6 -7 1| |-2 0 -7 2
2 7 2 1 7 -8 1 1




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

2 Ako su svi elementi jednog reda u determinanti jednaki AT

nula, tada je ta determinanta jednaka nula. Analogno Uved

Definicija matrice

Vl'ijedi | za stu pcCe. Specijalne matrice

Operacije s matricama

Determinante

Minore i kofaktori

1 3 — 2 7 O _ 2 7 Laplaceov I'BZ\'IOj

3 2 0 - 8 3 O 0 - 8 Matri¢ne jednadzbe
0 0 0 -2 0 3

2 7 2 1 2 0 2




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

3 Ako determinanta ima dva jednaka reda, tada je ona

Uvod

jednaka nula. Analogno vrijedi i za stupce. Definicija matrice
Specijalne matrice
Operacije s matricama

Determinante

-9 4 4 -2 7 Minore i kofaktori

Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

= 0 — 0 Matri¢ne jednadzbe

O 4 w0
=N W N W
NN O N
|
o0
|
[\
|
[\
o
|
oo




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante
4 Determinanta jedini¢ne matrice I jednaka je 1. Uved

Definicija matrice

Specijalne matrice

Operacije s matricama

Determinante

Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe

I
—
=2 © =
=2 — 9

o = O O
- 2 =9 ©

= @ o9 =
= @ — 9O




Matematika (PITUP)

5 Determinanta gornjetrokutaste ili donjetrokutaste Trafidhes. Elele
a o o . Divja
matrice jednaka je produktu elemenata na glavnoj i

d ijagona I | . Matrice i determinante
Uvod

Definicija matrice
Specijalne matrice
- 9 Operacije s matricama
Determinante
9 - - Minore i kofaktori

Laplaceov razvoj

= (= o =

S O N W

S N O N
%

1 Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe

=7-3-0-4=0

e 9O O
- O O O




Matematika (PITUP)

6 Zamijenimo |i mjesta bilo kojim dvama retcima u

Prof.dr.sc. Blazenka

determinanti, determinanta mijenja predznak. Divjak
Analogno vrijedi i za stupce. Matrice i determinante
Uvod
1 3 -2 7 4 -6 -7 1 5:::;2?:?.::::;
3 2 0 -8 3 2 0 -8 o
4 -6 -7 1 T3 —2 7 T
2 7 2 1 2 7 2 1 N
Matriene jednadzbe
I 1
1 3 -2 7 1 -2 3 7
3 2 0 -8 3 0 2 =8
4 -6 -7 1| |4 -7 -6 1
2 7 2 1 2 2 7 1




7 Ako bilo koji redak u matrici A pomnoZimo realnim

brojem k, determinanta rezultiraju¢e matrice jednaka je

k det A. Analogno vrijedi i za stupce.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

13 -2 7 13 -2 7 —
3 2 0 —8 3 9 0 -8 Eperaci{'e S TS
4o—6 -7 1|5 s 26 7 o1
o 7 2 1 5 7 2 1
e i
/-3
1 3 -2 71 1 3 -2 71
3 2 0 -8 3 2 0 -8
4 -6 -7 1] " 6 —7 1
o 7 2 1 2 7 2 1




Matematika (PITUP)

8 Zajednicki faktor svih elemenata nekog retka moze se Prof.dr.sc. Blavenka
e . . Divjak
izlu€iti izvan determinante. Analogno vrijedi i za

Matrice i determinante

stupce.

128 16 20 3 2 4 5
2 0 _8 _ 4 ‘ 3 2 _8 Determinante
6 -7 1 4 -6 -7 1 Minore i kofaktori
7 2 1 2 7 2 1 S

3 6 -5 1 3 5 1

3 12 0 -8 .3 4 0 -8

4 21 -7 1 4 7 1

2 —15 2 1 2 5 2 1




9 det (kA) = k™ det A, gdje je n red matrice A

—6 12

14
16
18

© 0 = =

2A =

—4
10
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Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante
Uvod

Definicija matrice
Specijalne matrice
Operacije s matricama

Determinante

Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




9 det (kA) = k™ det A, gdje je n red matrice A

—6 12

14
16
18

© 0 = =

2A =

10

=%

8
=%
—6
12

14
16
18

—4
10
8

=2
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Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante
Uvod

Definicija matrice
Specijalne matrice

Operacije s matricama

Determinante

Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




9 det (kA) = k™ det A, gdje je n red matrice A

—6 12

16
18

© 0 = =

2A =

16
18
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Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod

Definicija matrice
Specijalne matrice
Operacije s matricama

Determinante

Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

9 det (kA) = k™ det A, gdje je n red matrice A

Matrice i determinante

8 _4 2 Uvod

Definicija matrice

— 2 1 O ]_ 4 Specijalne matrice

2A —= Operacije s matricama

— 6 8 1 6 Determinante
—6 12 —2 18 Minorelilkafaktori

Laplaceov razvoj

|

NS

[

w

S ot

© 0w N =

|

.

Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe

0 -2 10 14 0 -1 5 7
-4 —6 8 16 -2 -3 4 8
-6 12 -2 18 —6 12 -2 18




9 det (kA) = k™ det A, gdje je n red matrice A

—6 12

14
16
18

2A =

© 0 = =

=92.2.2.92.

—4
10

© o0 g =
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Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante
Uvod

Definicija matrice
Specijalne matrice
Operacije s matricama

Determinante

Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

9 det (kA) = k™ det A, gdje je n red matrice A

Matrice i determinante

8 _4 2 Uvod

Definicija matrice

— 2 1 O ]_ 4 Specijalne matrice

2A —= Operacije s matricama

— 6 8 1 6 Determinante
—6 12 —2 18 Minorelilkafaktori

Laplaceov razvoj

|

NS

[

w

S ot

© 0w N =

|

.

Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe

— 94.
-4 —6 8 16 -2 -3 4

-6 12 -2 18 -3 6 -1

© 00 g =




10 Ako neki redak u determinanti dodamo nekom drugom
retku, vrijednost determinante se nece promijeniti.

Analogno vrijedi za stupce.

1 3 —2 7 1 3 —2 71
3 2 0 -8 3 2 0 -8
4 -6 -7 1 ]+= 7 4 -7 7
2 7 2 1 2 7 2 1
N

& |

1 —92 7 8 3 —2 7
3 2 0 -8 |-5 2 0 -8
4 -6 -7 1| |5 -6 -7 1
2 7 2 1 3 7 2 1
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Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante
Uvod

Definicija matrice
Specijalne matrice
Operacije s matricama

Determinante

Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




11 Ako umnoZak nekog retka s nekim brojem dodamo
nekom drugom retku, vrijednost determinante se nece

promijeniti. Analogno vrijedi za stupce.

1 3 -2 7 1 3 -2 7
3 2 0 —8|/4 3 2 0 -8
4 -6 -7 1 |7 4 -7 7
2 7 2 1 + |14 15 2 -—31

+

/-(=5)

1 3 -2 7 8 3 -7 7
3 2 0 -8 |-5 2 —15 -8
4 -6 -7 1| |5 -6 —21 1
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Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante
Uvod

Definicija matrice
Specijalne matrice
Operacije s matricama

Determinante

Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




12 Binet-Cauchyjev teorem. Ako su A i B kvadratne

matrice istog reda, tada je

det (AB) = det Adet B.

13 det (A%) = (det A)*, ke Z\ {0}
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Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod

Definicija matrice
Specijalne matrice
Operacije s matricama

Determinante

Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




14 Neka se A i B razlikuju samo u elementima i-tog
retka. Tada je det A + det B jednaka determinanti
matrice Ciji je i-ti redak suma odgovarajucih ¢lanova
i-tih redova iz A i B, a ostali elementi su jednaki
odgovaraju¢im elementima iz A odnosno B. Analogno

vrijedi za stupce.

Napomena.

det (A+ B) # det A+ det B

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante
Uvod

Definicija matrice
Specijalne matrice
Operacije s matricama
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ai + by
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az + by
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a; + by
az + by
az + b3
a4 + by

_QU o o

S Q % 0
s 3

ai
az
as

a4

QU O o 2

S Q@ - O

= 3

b1
bo

by

QU o o L
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Sada kada smo se upoznali sa nekim svojstvima
determinanti, pitamo se kako primijeniti ta svojstva na
racunanje determinanti reda veceg od tri. Vidjeli smo da
se lako ra¢unaju determinante gornjetrokutastih i
donjetrokutastih matrica kao produkt elemenata na
glavnoj dijagonali. Isto tako smo vidjeli da se vrijednost
determinante ne mijenja ako neki njezin redak (stupac)
pomnozimo nekim brojem i dodamo nekom drugom retku
(stupcu) te da pri zamjeni dvaju redaka (stupaca)
determinanta samo mijenja predznak. Stoga je ideja da
determinantu koju trebamo izraunati pomocu ovih
svojstava svedemo na gornjetrokutastu ili
donjetrokutastu, tj. da u toj determinanti ispod ili iznad

glavne dijagonale napravimo nule.
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—1-(=2)-(=3)-7=—42
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Neka je A matrica tipa (m,n). Ako se iz matrice A ukloni  [EEEEIEEEUIEE
. . - Uvod
m — k redaka i n — k stupaca, preostali elementi &ine .

Specijalne matrice

jednu submatricu ili podmatricu matrice A, k-tog reda.

Operacije s matricama
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Svojstva Det

Laplaceov razvoj
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Minore i kofaktori

Neka je A matrica tipa (m,n). Ako se iz matrice A ukloni
m — k redaka i n — k stupaca, preostali elementi &ine

jednu submatricu ili podmatricu matrice A, k-tog reda.

(9 3 4 § 7

%FoﬁF .
A::43H1 4 031

0—5—6—7

B je submatrica reda 2 matrice A
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Neka je A kvadratna matrica n-tog reda. Minora M;;
elementa a;; je determinanta submatrice matrice A koja
sadrZi elemente koji preostanu nakon Sto se uklone ¢-ti

redak i j-ti stupac matrice A.

Kofaktor ili algebarski komplement elementa a;; je broj

Ay = (-1)"" My

Uo&imo da je kofaktor do na predznak jednak minori, $to

ovisi 0 parnosti sume njihovih indeksa.
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Rjesenje.
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Rjesenje.
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Rjesenje.

My =-2 A1 =-2 M;3=0 A12=0
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Rjesenje.
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Az = (-1)"*3M13 =3

My = =2, Ay = =2, M2 =0, Aip = 0, My3 = 3,
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Odredite minore | kofaktore matrice A = [
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Rjesenje.

M = =2, Ajn = =2, M2 =0, Aip = 0, M3 = 3,
A3 =3, Mo =3, A1 = -3

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod

Definicija matrice
Specijalne matrice
Operacije s matricama
Determinante

Svojstva Det

Laplaceov razvoj
Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Primjer 10.

Odredite minore | kofaktore matrice A = [
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Rjesenje.

M = =2, Ajn = =2, M2 =0, Aip = 0, M3 = 3,
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Odredite minore | kofaktore matrice A = [

Rjesenje.
2 1
2 1 1 Mays — _ 4
A= 3 1
3 1

M = =2, Ajn = =2, M2 =0, Aip = 0, M3 = 3,
A1z = 3, Moy = 3, Ay = =3, Moy =7, Ay =T,
Mz = -1, Az =1
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Rjesenje.

Az = (1% M3z =2

My = =2, A;y = =2, My =0, Ajp = 0, My3 =

A3 = 3, Moy = 3, Aoy = =3, Mo = 7, A
Moz =—1, A3 =1, M3; =2, A3; =2
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Primjer 10.

21 —1 Prof.dr.sc. Blazenka
Odredite minore i kofaktore matrice A = {3 0 2 ] Divjak
31 2

Matrice i determinante
o s .
Rjesenje. Uvod
Definicija matrice
Specijalne matrice

— 1 2 - ]. Operacije s matricama

M 32 = — 7 Determinante
A= 1|3 2 3 2 Svojstva Det

A32 — (_1)3+2M32 — _7 Laplaceov razvoj

Inverzna matrica

R—
My = =2, Ay = =2, My =0, Aj2 = 0, Myz = 3,
A3 = 3, My = 3, Aog = =3, Moy = 7, Agg = 7
Mo = —1, Asg = 1, Mgy = 2, A1 = 2, M3y = 7
Azg = —7
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Odredite minore | kofaktore matrice A = [
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Rjesenje.

My = =2, A;y = =2, My =0, Ajp = 0, My3 =

A3 = 3, Moy = 3, Aoy = =3, Mo = 7, A
M3 = —1, Ayz =1, M3 = 2, A31 = 2, M3
Azg = =T, M3z = -3, A3 = =3
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Odredite minore | kofaktore matrice A = [

Rjesenje.

My = =2, Ajy = =2, My =0, Ajp = 0, My3 =

A3 = 3, Moy = 3, Aoy = =3, M = 7, A
M3 = =1, Ayz =1, M3 = 2, A31 = 2, M3
Azg = =T, M3z = =3, A3 = =3
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Laplaceov razvoj determinante

Prof.dr.sc. BlaZzenka
Divjak

Matrice i determinante

Do sada smo se upoznali s mnogim lijepim svojstvima Uvod
Definicija matrice

determinanti koja nam olak8avaju raéunanje njihovih Specijalne matrice

Operacije s matricama

vrijednosti. Jedan od najvaznijih postupaka koji smo do

Determinante

Svojstva Det

sada upoznali bio je svodenje determinante na

Minore i kofaktori

gornjetrokutastu ili donjetrokutastu ¢ija se vrijednost lako

Inverzna matrica

izratuna, tj. jednaka je produktu elemenata na glavnoj Matricne jednadzbe

dijagonali.

U ovom dijelu ¢emo pokazati kako se racunanje
determinante n-tog reda moZe svesti na raunanje n

determinanti (n — 1)-og reda.




Primjer 11.
21

—il
Zadana je matrica A = [3 0 2 ] . Izracunajte:

31 2

a det A preko Sarrusovog pravila
b a1 A1 + aipdi2 + a13Ais
C a12412 + aze Az + azAss
d a11A421 + a124s2 + a13A23

e ajpAi3 + age Az + asxAss
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Rjesenje.
Kofaktore matrice A smo izradunali u

Al =-2,A12=0, A13=3, Ag1 = -3, A =7,
Aoz =1, A3y =2, Azo = -7, A3z = -3

2 1
detA=13 0 2|=-7
3 1

a1 + a2l +a13Adi3=2-(-2)+1-0+(-1)-3=-7
a12A12 + azeA +azAze =1-04+0-7+1-(=7)= -7
a11421 + a12Az + a13A23=2-(-3)+1-7+(-1)-1=0
a12413 + a2 Az +azAs3 =1-3+0-1+1-(=3)=0
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Iz prethodnog primjera uo¢avamo da je
a11A11 + a12412 + a13A413 = det A.
Pomodu skalarnog produkta to mozemo zapisati
(a11,a12,a13) - (A11, A12, A13) = det A.

Dakle, skalarni produkt prvog retka matrice A s
kofaktorima odgovarajucih elemenata tog retka jednak je

determinanti matrice A.

Izraz a11 A11 + a12A12 + a13A13 zovemo Laplaceov

razvoj determinante po prvom retku matrice A.
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Isto tako, uoavamo da je
a12412 + agnAgg + aza Ass = det A.
Pomodu skalarnog produkta to mozemo zapisati
(a12, a22,a32) - (A12, Agz, Asz) = det A.

Dakle, skalarni produkt drugog stupca matrice A s
kofaktorima odgovarajucih elemenata tog stupca jednak

je determinanti matrice A.

Izraz a19A19 + as9 Az + azo Azo zovemo Laplaceov

razvoj determinante po drugom stupcu matrice A.
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Nadalje, vidjeli smo da je

a11A21 + a12A42 + a13423 =0
a12A413 + azpAsz + azpAzz =0

odnosno

(a11,a12,a13) - (A21, Aga, A2s) =0
(a12, a2, a32) - (Ais, Az, Agz) =0

Dakle, skalarni produkt nekog retka matrice A s
kofaktorima odgovarajucéih elemenata nekog drugog retka
jednak je 0. Isto tako, skalarni produkt nekog stupca
matrice A s kofaktorima odgovarajuéih elemenata nekog

drugog stupca jednak je 0.
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Cinjenice koje smo uoili na prethodnom primjeru vrijede
i opcenito za bilo koju kvadratnu matricu.
Neka je A = [a;;] kvadratna matrica reda n.
Laplaceov razvoj determinante po i-tom retku
n
det A = anAq + aigdig + - + tindin = Y _ apAsk
k=1
Laplaceov razvoj determinante po j-tom stupcu

n
det A = alelj + anggj —+ -+ anjAnj = Z aijkj
k=1
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Laplaceov razvoj po drugom retku
Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak
a1l a2 a13 a4

Matrice i determinante

= a1 A21 + a20A20 + ao3Ass + a1 42 R
azy as2 a33 asq Bttt e

Specijalne matrice
a41 a42 a43 a44 Operacije s matricama

Determinante

G21 Q22 a3 (24

Svojstva Det

Minore i kofaktori

a12 a13 a4 a1l a3 a4

Inverzna matrica

= —a21 |aza a3z ass|+ a2 |azr aszz ass| —

Matri¢ne jednadzbe

Q42 Q43 Q44 G41 Q43 Q44

ail a2 a4 a1l a2 ai3
— Q23 |agr a3z as4| a4 |az1 azz ass

G41 Q42 Q44 G41 Q42 Q43
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Laplaceov razvoj po trecem stupcu
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Divjak
a1l a2 a13 a4

Matrice i determinante

a1 @ a3 Q24
= a13A13 + a23A23 + a33As3 + as3443 R

a3] a3z a33 asq Definicija matrice
Specijalne matrice
a41 a42 a43 a44 Operacije s matricama

Determinante
Svojstva Det

Minore i kofaktori

a1 G2 a4 ail a2 aiq

Inverzna matrica

= ai3|as1 a3z az4| — 23 |(az1 asz as4|+

Matri¢ne jednadzbe

a41 Q42 Q44 a41 Q42 Q44

a1l a2 a4 a1l a2 a4
+Ta33 a1 a2 G24| — 443 |ag1 A22 Q24

Q41 Q42 Q44 a31 a32 a4




Pogledajmo opet determinantu

1 2
-1 4 3

—2 1 -3
3.2 1 0

Nju smo veé prije izracunali svodenjem na trokutastu.

Izra¢unajmo ju sada pomocu Laplaceovog razvoja.
Moramo odabrati neki redak ili stupac u toj determinanti.
Kako moZemo birati, uzimamo onaj redak ili stupac u
kojemu ima puno nula tako da neke kofaktore ne¢emo

morati ra¢unati. Uzmimo, npr. prvi redak.
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1 2 Prof.dr.sc. Blazenka
_1 4 3 Divjak
=1-A11+0-A19+2-A13+0- A4
-2 1 _3 Matrice i determinante
Uvod
2 ]. 0 Definicija matrice

Specijalne matrice
Operacije s matricama

Sada kofaktore A5 i A4 ne treba racunati jer ih

Determinante

mnozimo s nulom, a preostala dva kofaktora izraunamo Suojstva Det

Minore i kofaktori

pomocu Sarrusovog pravila.

Inverzna matrica

4 3 6 Matri¢ne jednadzbe
A =1 -2 1 —3]=-30

2 1 0

-1 4 6

Ap=(-D"*0 -2 -3/=-6




Stoga je

Mogli smo odabrati, npr.

2
3
1
1

[ S V]

=1-(=30)+2-(—6) = —42

Cetvrti stupac pa bismo imali

=0-A14+6-A+(—3) A4 +0- Ay
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U tom slucaju treba isto izracunati samo dva kofaktora Matematika (RITUR)

A24 | A34. Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

S Matrice i determinante
— Ak —
Aoy = (—1) 0 —2 1/=28 Uvod

Definicija matrice
2 1
Specijalne matrice
Operacije s matricama
]. Determinante

Svojstva Det
3+4

Azg= (=11 4 3| =30

Minore i kofaktori

Inverzna matrica
Matri¢ne jednadzbe

Stoga je

—6-8+(—3)-30 = —42

\
—
o= W N
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Ako odaberemo drugi redak, tada trebamo izraéunati sva
Prof.dr.sc. Blazenka

Cetiri kofaktora. Divjak

Matrice i determinante

Uvod
Definicija matrice

= —1 . A21 “I‘ 4 : A22 + 3 ‘ A23 —'I_ 6 ° A24 Specijalne matrice

_ 3 Operacije s matricama

0

Determinante

2
-1 4 3
1
1

Svojstva Det

Minore i kofaktori

Inverzna matrica

O 2 0 Matriéne jednadzbe
A21 = (—1)2+1 -2 1 =3/=12
2 1 0
2 0

A22 = (—1)2+2 0 1 —3 = —15




Stoga je

Ay =(-1*?l0 —2 —3|=-6

Ay = (-1 0 —2 1/=8

_ = W N

—1-12+4-(—15)+3-(—6)+6-8 = —42
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Napomena.

Vidjeli smo da se raunanje determinanti etvrtog reda
pomocu Laplaceovog razvoja svodi na radunanje najvise
Cetiri determinante treCeg reda (3to ovisi o tome da li u
toj determinanti ima neki redak ili stupac koji sadrzi i
nule) koje onda moZemo dalje izraunati Sarrusovim

pravilom.

Racunanje determinante petog reda pomocu Laplaceovog
razvoja svodi se na ra¢unanje najvise pet determinanti
Cetvrtog reda. No, na te determinante ne moZzemo
primijeniti Sarrusovo pravilo pa ako bismo na svaku od
njih primijenili Laplaceov razvoj, dobili bismo najvise 20
determinanti treceg reda koje bismo onda izracunali

Sarrusovim pravilom.
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Medutim, 20 determinanti treceg reda i nije tako mali
broj za racunanje. A Sto ako bismo imali determinantu
reda veCeg od pet? Tada bi taj broj determinanti treceg

reda na koje bi se svela ta determinanta bio znatno vedi.

Dakle, samo primjenjivanje Laplaceovog razvoja i nije
tako efikasan nadin za ra¢unanje determinanti. To ima
smisla do determinanti reda 4. Isto tako ima smisla
primjenivati taj postupak ako imamo determinantu u kojoj
neki redak ili stupac ima " puno” nula i ako sve ostale
determinante na koje se svodi ta determinanta takoder
imaju neki redak ili stupac koji ima " puno” nula jer u tom

sluéaju treba izraunati samo maleni broj kofaktora.
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No, $to ako imamo determinantu reda n koja u sebi nema
niti jednu nulu ili ih ima jako malo? U tom sluéaju
odaberemo neki redak ili stupac u toj determinanti.
Zatim u odabranom retku ili stupcu odaberemo neki
element razli¢it od nule. Sada je ideja da, prije nego
primijenimo Laplaceov razvoj, u odabranom retku ili
stupcu napravimo same nule, a onaj odabrani element
"ostavimo na miru”. Nule éemo napraviti koristeci se
¢injenicom da determinanta ne mijenja vrijednost ako
neki redak ili stupac pomnoZzimo nekim brojem i dodamo

nekom drugom retku, odnosno stupcu.
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Ako nakon toga napravimo Laplaceov razvoj po tako
transformiranom retku ili stupcu, tada ¢e se determinanta
n-tog reda svesti na samo jednu determinantu (n — 1)-og
reda. Ako isti postupak primijenimo na dobivenu
determinantu (n — 1)-og reda, ona ¢e se svesti na samo
jednu determinantu (n — 2)-og reda itd. Dakle, pomo¢u
ovog postupka mogudce je svaku determinantu reda n > 3
svesti na samo jednu determinantu reda 3 koju onda
mozemo izralunati Sarrusovim pravilom ili ju svesti na

determinantu reda 2 pa onda nju izradunati.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod

Definicija matrice
Specijalne matrice
Operacije s matricama
Determinante
Svojstva Det

Minore i kofaktori

Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Matematika (PITUP)

Pogledajmo opet determinantu Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak
O 2 Matrice i determinante
_ 1 4 3 Uvod
Definicija matrice
0 — 2 1 — 3 Specijalne matrice
Operacije s matricama
3 2 ]_ 0 Determinante

Svojstva Det

Minore i kofaktori

Odaberemo li prvi redak i element a7 = 1, tada u tom

Inverzna matrica

retku na preostalim mjestima Zelimo napraviti nule. No Matséne jodnadzbe
na dva mjesta ve¢ imamo nule, jedino jo$ treba element
a1z = 2 pretvoriti u nulu. To ¢emo posti¢i tako da prvi
stupac pomnoZimo s —2 i dodamo ga treCem stupcu.
Nakon toga ¢emo primijeniti Laplaceov razvoj po prvom

retku i dobit éemo samo jednu determinantu treceg reda.
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Odaberemo li drugi redak u determinanti

1 0 2
'3
0O -2 1 -3
3 2 1 0
i element as; = —1, tada na preostalim mjestima u

drugom retku trebamo napraviti nule. Ovaj put imamo
viSe posla jer smo odabrali redak u kojemu nema niti
jedne nule. Dakle, prvi stupac mnoZimo sa 4 i dodajemo
ga drugom, zatim ga mnozimo s 3 i dodajemo tre¢em i
na kraju ga mnozimo sa 6 i dodajemo ¢etvrtom. Nakon

toga napravimo Laplaceov razvoj po drugom retku.
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Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka

Odaberemo li opet drugi redak u determinanti Divjak

1 O 2 O Matrice i determinante

Uvod
- 1 4 6 Definicija matrice
Specijalne matrice
- 2 1 _3 Operacije s matricama

Determinante

3 2 1 O Svojstva Det

W et
i element ag3 = 3, tada na preostalim mjestima u drugom —
retku trebamo napraviti nule. Ovaj put ¢e biti jos teZe jer Matritne jednadzbe
¢e nam se pojaviti razlomci. Dakle, bitno je pametno
odabrati redak ili stupac, ali isto tako je bitno pametno
odabrati element u odabranom retku ili stupcu.

Pametnim odabirom si olak8avamo kasnije ra¢unanje.




=
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Odaberemo li €etvrti stupac u determinanti

1 2 0
-1 3 6
2 1
3 2 1 0
i element a3z4 = —3, tada na preostalim mjestima u

Cetvrtom stupcu trebamo napraviti nule. No, na dvama
mjestima ve¢ imamo nule tako da samo element agy = 6
treba pretvoriti u nulu. To éemo napraviti tako da treci
redak pomnozimo sa 2 i dodamo ga drugom retku. Nakon

toga napravimo Laplaceov razvoj po ¢etvrtom stupcu.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod

Definicija matrice
Specijalne matrice
Operacije s matricama
Determinante
Svojstva Det

Minore i kofaktori

Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod

Definicija matrice
Specijalne matrice
Operacije s matricama
Determinante
Svojstva Det

Minore i kofaktori

Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe




Matematika (PITUP)

Primjer 12_ Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak
Izraunajte determinantu petog reda
Matrice i determinante
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Divjak

Izraunajte determinantu petog reda

Matrice i determinante

Uvod

Definicija matrice

Specijalne matrice

Operacije s matricama

Determinante

Svojstva Det

Minore i kofaktori

3
8
3
1

(O B R

)
2
2
1
4

e =@ ©p =
N W 00 Ot N

-8 =9

Inverzna matrica

Matri¢ne jednadzbe

Rjesenje.
Odabrat ¢emo, npr. Cetvrti redak i element a4; = 1. Na
preostalim mjestima u Cetvrtom retku ¢emo napraviti nule

i zatim primijeniti Laplaceov razvoj po &etvrtom retku.
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—51 —4 —26
_(_1)1+3 X (_1) o || = 77 11 — 43| = Definicija matrice

Specijalne matrice
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Propozicija 3.

Neka je A = [a;;] kvadratna matrica.

a Skalarni produkt nekog retka s odgovarajuéim
kofaktorima tog retka jednak je det A.

b Skalarni produkt nekog stupca s odgovarajuéim

kofaktorima tog stupca jednak je det A.

c Skalarni produkt nekog retka s odgovarajuc¢im

kofaktorima nekog drugog retka jednak je 0.

d Skalarni produkt nekog stupca s odgovarajuc¢im

kofaktorima nekog drugog stupca jednak je 0.
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n
Z aijAkj = 0;pdet A
j=1

n
Z aiink = 5jk det A
i=1
Kroneckerov simbol

I, p=gq
0, p#q

51011 _
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Inverzna matrica

Prof.dr.sc. BlaZzenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod

Poznato nam je da ako je a € R, tada njega moramo

Definicija matrice

Specijalne matrice

pomnoZiti s % da bismo dobili 1 (neutralni element za

Operacije s matricama

Determinante

mnoZenje). Znamo da to moZemo napraviti za svaki

Svojstva Det

realni broj a razli¢it od nule i u tom slu¢aju broj a=! = % Miseciotabi

Laplaceov razvoj

zovemo inverzni broj broja a.

Matri¢ne jednadzbe

Dakle, kod brojeva je
aa ' =ala=1, Ya e R\ {0}.

Zelimo ovo prenijeti i na matrice.




Neka je A kvadratna matrica. Inverzna matrica matrice

A je matrica A~! za koju vrijedi
AA T ' =A"tA=1T.

Dakle, inverzna matrica kvadratne matrice je matrica s
kojom ju moramo pomnoziti da bismo dobili jedini¢nu

matricu (neutralni element za mnoZenje).

Napomena.

Znamo da mnoZenje matrica nije komutativno, ali u
definiciji zahtijevamo da matrica komutira sa svojom

inverznom matricom.
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Znamo da svaki realni broj razli¢it od nule ima inverz.

Pitamo se da li svaka kvadratna matrica ima inverznu

matricu.

Odgovor je negativan. Nema svaka kvadratna matrica

inverznu matricu. Naime, iz
AA L =T

slijedi
det (AA_I) =det .

Zbog Binet-Cauchyjevog teorema je

det Adet A=1 = 1.
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Stoga je

1
Al
det det A

Vidimo da ako inverzna matrica A~! postoji, tada je
njezina determinanta jednaka recipro¢noj vrijednosti
determinante matrice A. Drugim rije¢ima, kvadratna
matrica ¢ija je determinanta jednaka nula nema inverznu

matricu.
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Neka je A = [a;;] kvadratna matrica.

Kvadratna matrica A je regularna ako je det A # 0.

Kvadratna matrica A je singularna ako je det A = 0.

Adjunkta matrice A je matrica
A = [Ay)"

tj., to je transponirana matrica matrice kofaktora

elemenata matrice A.
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A =

a1 a2
a21  a22
az1 as2

Al A
Az Ago
Az Az

ai3
a3

as3
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Teorem 1.

Svaka regularna matrica A ima inverznu matricu i vrijedi

-1 _ 1 *
det A

Dokaz.

[Adet a4 ]] " det A ;‘”’CA’” =%

1, 1 <

Stoga je zaista Aﬁfl* detAA*A = I, odnosno

A~ 1

detAA*' ©
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b

d] uz uvjet da

Odredite inverznu matricu matrice A = [‘C’
Jjedet A # 0.
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Primjer 13.

Odredite inverznu matricu matrice A = [Z Z] uz uvjet da
Jjedet A # 0.
Rjesenje.

Izracunajmo kofaktore matrice A.
Ay = ()" d| =d
A = (1) = —¢
Aoy = (=1)* bl = —b
Agy = (=1)?2a| = a

Sada moZemo izralunati adjunktu matrice A.
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*

Stoga je

A
Ag1

A=

Ar2
Az

det A
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ja matrice
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—1 Determinante
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Inverz regularne matrice reda 2 se lagano ra¢una.

a b PETEE

Na glavnoj dijagonali elementi zamijene mjesta.
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Inverz regularne matrice reda 2 se lagano ra¢una.

a b A1 1 d —b
c d detA |—¢ ¢

Na sporednoj dijagonali elementi ostaju na svome mjestu,

ali promijene predznak.
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Primjer 14.

Odredite inverz matrice A = [f 3] .
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Primjer 14.

Odredite inverz matrice A = [f 3] .

Rjesenje.

det A

A*l

2 3
1 5

5

=2.5-1-3=7
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Primjer 15.

Odredite inverz matrice A =

W w N

="

N DN
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Primjer 15.

Odredite inverz matrice A = [

W w N
="
l\')l\)l

—
| S

Rjesenje.

Najprije izratunamo determinantu matrice A.

det A= -7

Kako je det A # 0, matrica A ima inverznu matricu.

Zatim izraunamo kofaktore matrice A.
Ajp=-2, A;p=0, Aiz=3
Ay =-3, Ap=7 Axpx=1

A31=2, Az =-7, Azz=-3

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Uvod

Definicija matrice
Specijalne matrice
Operacije s matricama
Determinante
Svojstva Det

Minore i kofaktori

Laplaceov razvoj

Matri¢ne jednadzbe




Na kraju odredimo adjunktu matrice A.

Al Az Az -2 0 3
A = A21 Azg A23 = |-3 7 1
Az1 Aszx Asz 2 -7 -3

A=10 7 -7

Stoga je
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Napomena.

Racunanje inverza regularne matrice A po formuli

A= de};AA* je komplicirano ako je red matrice veéi od
3. Naime, ako je A regularna matrica reda 4, tada bi za
ra¢unanje inverza trebalo izracunati 16 determinanti
tre¢eg reda, a ako bi A bila reda 5, tada bi trebalo
izraCunati 25 determinanti ¢etvrtog reda, itd. Dakle,
gornja formula je korisna za teoretska razmatranja, ali za
prakti¢ne svrhe je neupotrebljiva za matrice velikog reda

(¢ak veé za matrice reda 4).

Kasnije ¢emo vidjeti kako se efikasno racuna inverz

matrice reda veceg od 3 pomocu Gaussovog postupka.
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Zadatak 2.
Neka je D = diag (di, . ..

n.

,dn) dijagonalna matrica reda

a Uz koji uvjet je D regularna matrica?
b DokaZite da je D~ = diag (d—ll, s ﬁ) u slu¢aju da

je D regularna matrica.

Propozicija 4.

Za regularne matrice A i B istog reda vrijedi:
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Dokaz.

a A lA=AA"1=Tpaje (A_l)_1 = A jer je inverzna

matrica jedinstvena.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Matrice i determinante

Specijalne matrice
Operacije s matricama
Determinante
Svojstva Det

Minore i kofaktori

Laplaceov razvoj

Matri¢ne jednadzbe




Dokaz.

a A lA=AA"1=Tpaje (A_l)_1 = A jer je inverzna
matrica jedinstvena.

b AA'=AA=T = (A4 ) = (414" =17
= (A)TAT = AT (A ) =1

Zbog jedinstvenosti inverzne matrice slijedi da je

(4n) ™ = (4",
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Dokaz.

a A lA=AA"1=Tpaje (A_l)_1 = A jer je inverzna
matrica jedinstvena.

T

b AA'=AA=T = (A4 ) = (414" =17

= (A)TAT = AT (A ) =1
Zbog jedinstvenosti inverzne matrice slijedi da je
(A7) = (4",

c (AB) - (B'AY)=A(BB A l=44"1=1]
=/

(B'A Y. (AB)=B' (A 'A)B=B"'B=1
=/

Dakle, (AB)™! = B~tA~1
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Matri¢ne jednadzbe

Matri¢ne jednadZbe su jednadZbe u kojima se javljaju
poznate i nepoznate matrice. Rije$iti matri¢nu jednadZbu

znadi odrediti sve matrice koje ju zadovoljavaju.

Sjetimo se linearne jednadZbe axz = b s jednom

nepoznanicom z, gdje su a,b € R.

(=

a a # 0. Jednadzba ima jedinstveno rjeSenje z = .
b a =0, b=0. Jednadzbu zadovoljavaju svi realni
brojevi.

c a=0, b=#0. JednadZba nema rjedenja.
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Analogno moZemo promatrati i osnovne matri¢ne Matrice i determinante
Uvod

jednadzbe

Definicija matrice

AX = B i XA — B. Specijalne matrice

Operacije s matricama

Determinante

One nisu ekvivalentne jer mnoZenje matrica nije Svojstva Det

Minore i kofaktori
kom Utat|Vno. Laplaceov razvoj

Inverzna matrica

Ako je B nulmatrica, onda gornje jednadZbe zovemo
homogenim, a ako je B razli¢ita od nulmatrice, onda ih

zovemo nehomogenim jednadzbama.




Pretpostavimo da je A regularna matrica. Tada imamo
AL, /AX =B (mnoienje slijeva s A_l)
AN AX)=A"'B
(A'A) X =A"'B (asocijativnost)
IX=A"'B
X=A"'B
Propozicija 5.

Ako je A regularna matrica, tada jednadzba AX = B

ima jedinstveno rjeenje X = A~'B.
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Pretpostavimo da je A regularna matrica. Tada imamo

XA= B/ CAT (mnoZenje zdesna s A™1)

(XA)A'=BA™!

X(AA™Y) =BA™! (asocijativnost)
XI=BA"!
X =BA™!

Propozicija 6.
Ako je A regularna matrica, tada jednadzba XA = B

ima jedinstveno rjeenje X = BA™!.
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Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka

AX =B, detA##0 = X=A"'B Divjak
XA= B, det A 7é 0 = X= B14_1 Matrice i determinante

Uvod

Definicija matrice

Specijalne matrice
Vidimo da se u slu¢aju da je A regularna matrica Operacije s matricama

Determinante

jednadZbe AX = B i BX = A ponasaju analogno kao i Suojstva Det

Minore i kofaktori

linearna jednadzba ax = b u slu€aju da je a # 0. Naime,

Laplaceov razvoj

Inverzna matrica

rieSenje te jednadZbe dobijemo tako da tu jednadZbu
podijelimo s a, odnosno pomnoZimo s a~!. Kod
matri¢nih jednadzbi radimo istu stvar, samo $to je bitno s
koje strane mno%imo s A~! zbog toga jer mnoZenje
matrica nije komutativno. Oprez, ne dijelimo s A, nego

mnoZimo s A~! jer dijeljenje matrica nije definirano.
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Divjak
Naravno, postavlja se pitanje rjesivosti jednadzbi
Matrice i determinante

Uvod

AX — B | XA — B Definicija matrice
Specijalne matrice
Operacije s matricama

u slu€aju da A nije regularna matrica ili jo§ opcenitije, Determinante

- - n a ~z Svojstva Det
ako je A bilo koja matrica (ne nuZno kvadratna). e
Laplaceov razvoj

Inverzna matrica

Specijalni slu¢aj tog problema obradit ¢emo u sljedecem
poglavlju o sustavima linearnih jednadzbi, gdje ¢e B biti
jednostup&ana matrica (a onda mora biti i X

jednostup&ana matrica).
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Matematika (PITUP)

Primjer 16.

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Rijesite matri¢nu jednadZbu AX + B = A2X + I ako je

_ |12 . _ 30 Matrice i determinante
A_|:34:| IB_|:—15:|' Uvod

Definicija matrice
Rjeéenje i Specijalne matrice
Operacije s matricama
Determinante
Svojstva Det
AX + B = A2X + 1 Minore i kofaktori

Laplaceov razvoj

AX - A2X — —B + I Inverzna matrica

1

(A-4a)7" [(A-A)X =1-B

X=(A-4%)"YI-B)
X = (A — AZ)_I(I — B) je rjeenje zadane matri¢ne

jednadZbe jedino uz uvjet da je A — A2 regularna

matrica.




A% =
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Jednadzba AX +- XB =C

Prof.dr.sc. BlaZzenka
Divjak

Matrice i determinante

Jednadzba

Uvod

AX + XB — C Definicija matrice
Specijalne matrice
Operacije s matricama

ne moZe se rijediti pomocu inverzne matrice. Oprez, ne D

v . v, . . 9 Svojstva Det
moZemo izlu€iti X jer se uz matricu A nalazi s desne Minore § kofaktori
Laplaceov razvoj

strane, a uz matricu B s lijeve strane, a ne smijemo

Inverzna matrica

mijenjati redoslijed jer mnoZenje matrica nije

komutativno. Dakle,

(A+ B)X = AX + BX # AX + XB
X(A+B)=XA+XB+#AX +XB




Takva jednadZba se rjeSava tako da se odredi format
matrice X i u zadanu jednadZbu uvrsti matrica tog
formata s nepoznatim elementima. lzracuna se matrica
na lijevoj strani pa se nakon toga izjednae odgovarajudi
elementi matrice s lijeve i desne strane. Dobije se sustav

linearnih jednadzbi koji se rijesi.
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Matematika (PITUP)

Takva jednadzba se rje$ava tako da se odredi format P’°f'd';fv'ji'aie"ka
matrice X i u zadanu jednadZbu uvrsti matrica tog

Matrice i determinante

formata s nepoznatim elementima. Izra¢una se matrica Uvod

Definicija matrice

na lijevoj strani pa se nakon toga izjednae odgovarajudi

Specijalne matrice

elementi matrice s lijeve i desne strane. Dobije se sustav Operaciie s matricama

Determinante
linearnih jednadzbi koji se rijesi. Sl
Minore i kofaktori
Laplaceov razvoj

Inverzna matrica

Primjer 17.

Rijesite matri¢nu jednadzbu

1 1 0 5 6
X+ X =
—3 4 -1 2 7 -3




Rjesenje.
Matrica X mora biti tipa (2, 2), tj.
a b

= :
c d

gdje su a, b, c,d € R nepoznati brojevi koje treba odrediti.

Uvrstimo to u jednadzbu i dobivamo

2 1| la b a bl |1 O 5 6

+
-3 4| |c d c d| |[=1 2 7 -3

MnoZenjem matrica na lijevoj strani i zbrajanjem njihovih

produkata dobivamo
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3a — b +c 4b aF d 5 6 Prof.dr.sc. Blazenka
—3a+5c—d —3b+6d |7 -3 o
Matrice i determinante
Iz definicije jednakosti dvije matrice slijedi da mora biti Ef" .

Specijalne matrice

3a - b + CcC = 5 Operacije s matricama

Determinante

4b + d = 6 Svojstva Det

Minore i kofaktori

—3a+5c—d="7 v i
—~3b+6d = —3

ie¥eni i — 20 p 13 . _ 4 g_ 2
RjeSenje ovog sustava jea = 33, b= 3, c = 35, d =3,

pa je rjesenje zadane matri¢ne jednadzbe matrica

25 13
18 9
X =
a2
18 9
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