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Linearna jednadzba

@ Sustavi lin. jednadZbi

Sustav lin. jednadzbi

o Linearna jednadiba Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det

@ Sustav linearnih jednadZbi

Gaussov postupak

@ RjeSavanje sustava pomocu inverzne matrice ey natidCanss
Rang matrice

@ RjeSavanje sustava pomocu determinanti

Kronecker-Capelli
) GaUSSOV postupak Homogeni sustav

. Linearne nejednadzbe
@ Inverzna matrica — Gaussov postupak
@ Rang matrice
o Kronecker-Capellijev teorem
@ Homogeni sustav linearnih jednadZbi

@ Sustavi linearnih nejednadzbi
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Sustavi lin. jednadzbi

Znamo da jednadzba

Sustav lin. jednadzbi

Rjesavanje — inv. matr.
ar = b Rjesavanje — Det
Gaussov postupak
. . . . . b . . Inv. matr. — Gauss
ima jedinstveno rjeSenje x = _ uz uvjet da je a # 0. —
0 2 o o o~z o Kronecker-Capelli
Takvu jednadZbu zovemo linearna jednadzba s jednom :

Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe

nepoznanicom.

U slu¢aju da je a =0 i b # 0 ta jednadZba nema rjesenja,
a ako je a = b = 0, tada ima beskonaéno mnogo rjesenja,
odnosno preciznije, svaki realni broj zadovoljava tu

jednadzbu.




Linearna jednadzba s dvije nepoznanice je jednadzba
oblika

ax + by = ¢,
gdje su a,b,c € R, a x,y su nepoznanice.

Rjesenje takve jednadzbe je svaki uredeni par (zg, yo)

realnih brojeva koji zadovoljava tu jednadzbu.
U slu¢aju da je a® + b? # 0 jednad?ba ima beskonatno
mnogo rjeSenja i sva ta rjeSenja leze na pravcu

ax +by —c=0.
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Rijesite jednadzbu 2x + y = 3.

Sustavi lin. jednadzbi

Rjesenje.

Sustav lin. jednadzbi
JednadZba ima beskona¢no mnogo rjesenja koja leze na Rz = . me

Rjesavanje — Det
pravcu 2z +y — 3 = 0. Za odabrani z, y = 3 — 2x. Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss
Neka specijalna rjesenja: (1,1), (2, —1),(—1,5) p—

- ol e Kronecker-Capelli
Drugim rije¢ima,

Homogeni sustav

e rS e
zar=1jey=1
zaz=2jey=—1
zaz=—-1ljey=2>5

Dakle, ovdje imamo jedan stupanj slobode, x biramo, ali

za y onda nema viSe biranja jer je y = 3 — 2x.




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Linearna jednadzba s tri nepoznanice je jednadzba
oblika
ax + by +cz =d,

gdje su a,b,c,d € R, a x,y, 2 su nepoznanice.

Rjesenje takve jednadzbe je svaka uredena trojka
(z0, Y0, z0) realnih brojeva koja zadovoljava tu jednadZbu.
U slu¢aju da je a® + b% + ¢? # 0 jednadzba ima
beskona¢no mnogo rjesenja i sva ta rjeSenja leze u ravnini

ax +by+cz—d=0.
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Napomena.

Kako $to jednadZba
Az +By+C =0, A2+ B?>+£0
predstavlja jednadZbu pravca u ravnini, tako i jednadZba
Az +By+Cz+D=0, A>+B>+C%+0

predstavlja jednadzbu ravnine u prostoru.
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Primjer 2.

Rijesite jednadzbu 2x + 3y — z = —5.

Rjesenje.

JednadZba ima beskona&no mnogo rjesenja koja leze u
ravnini 2x + 3y — z + 5 = 0. Za odabrane z,y je

z =2z + 3y + 5.

Neka specijalna rjesenja: (0,0,5),(1,0,7),(2,—-2,3)

Drugim rije¢ima,

zaz=0iy=0jez=5
zax=1liy=0jez="7
zaz=2iy=—-2jez=3

Dakle, ovdje imamo dva stupnja slobode, = i y biramo,

ali za z onda nema vise biranja jer je z = 2z + 3y + 5.
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Linearna jednadZzba s n nepoznanica je izraz oblika
a1z1 + asxo + -+ + a4y, = b

pri ¢emu su a;, ¢ = 1,2, ..., n realni brojevi koji se zovu
koeficijenti varijabli, b € R zovemo slobodni

koeficijent, a z;, i = 1,2, ..., n su nepoznanice.

RjesSenje ove jednadzbe je svaka uredena n-torka realnih
brojeva koja ju zadovoljava.

U slu€aju da je a? + a3 + - - + a2 # 0 jednadzba ima
beskona¢no mnogo rjeSenja i sva rjesenja leze u
hiperravnini a1z + asxo + - - - + apx, — b = 0 koja se

nalazi u R"™.
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Na linearnu jednadZbu s dvije nepoznanice SR

Linearna jednadzba

axr + by = Rje3avanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Gaussov postupak

mozemo gledati kao na sustav od jedne linearne M, et =@z
Rang matrice
jednadzbe s dvije nepoznanice. Taj sustav ili uopée nema Kronecker-Capell

Homogeni sustav

rjeSenja ili pak ima beskonaéno mnogo rjesenja koja leZe Linearne nejednadzbe
na pravcu ax + by — ¢ = 0. Dakle, nemamo jedinstveno
rjeSenje. Zasto? Intuitivno to moZemo objasniti na
sljede¢i nadin: imamo dvije nepoznanice, a premalo
uvjeta da bismo imali i jedinstvenost rjeSenja, tj. imamo

previse slobode u biranju.




Sto ako bismo imali da je broj jednadzbi jednak broju
nepoznanica. Onda na neki na&in moZemo ocekivati da
¢emo mozda imati jedinstveno rjeSenje jer je broj
nepoznanica jednak broju jednadZbi pa nemamo neku

slobodu u biranju.

Pogledajmo sustav dvije linearne jednadZbe s dvije
nepoznanice

a1z + by =1

ax + by = co
RjeSenje tog sustava je svaki uredeni par realnih brojeva
koji zadovoljava obje jednadzbe. Sto moZemo reéi o
rjeSenjima tog sustava? Pogledajmo na primjerima $to se

sve moZe dogoditi.
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Primjer 3.

Rijesite sustav

Tty
20 —y
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Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba

rz+y=3
Rjesavanje — inv. matr.
2‘T — y - 9 Rjesavanje — Det

Gaussov postupak
Inv. matr. — Gauss

Rang matrice

Rjeéenje . Kronecker-Capelli

Homogeni sustav

RjeSenje tog sustava je x = 4, y = —1, tj. uredeni par e G
(4,—1). Dakle, ovaj sustav ima jedinstveno rjeSenje.
Kako to moZemo geometrijski objasniti? Svaka od gornjih
jednadzbi predstavlja jednadzbu pravca, a ti pravci nisu
paralelni pa se sijeku, a to sjeciSte je upravo rjesenje

naSeg sustava.
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Pridruzimo nasem sustavu

r+y=3

20—y =9

tri determinante koje éemo oznaditi sa D, D; i Ds.
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Pridruzimo nasem sustavu

lx +1y =3
2¢ — 1y =9

tri determinante koje éemo oznaditi sa D, D; i Ds.

1 1
D =
2 -1
Determinantu D zovemo determinanta sustava i u nju

piSemo brojeve koji stoje uz nepoznanice.
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Pridruzimo nasem sustavu

T+y=3

20 —y =9
tri determinante koje éemo oznaditi sa D, D; i Ds.

1 1 3 1
D= D) =
2 —1 9 -1
Determinantu D; dobijemo tako da prvi stupac u determi-

nanti D zamijenimo sa stupcem slobodnih ¢lanova.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba

Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Pridruzimo nasem sustavu

T+y=3

20 —y =9
tri determinante koje éemo oznaditi sa D, D; i Ds.

1 1 3 1 1 3
D= D) = Dy =
2 -1 9 -1 2 9
Determinantu Do dobijemo tako da drugi stupac u deter-

minanti D zamijenimo sa stupcem slobodnih ¢lanova.
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Pridruzimo nasem sustavu

r+y=3

20 —y =9
tri determinante koje éemo oznaditi sa D, D; i Ds.

11 3 1 13
D= Dy = Dy =
2 -1 9 -1 2 9

Interesantno je da vrijedi

Dy —12 Dy 3
L D _3 Y
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Primjer 4.

Rijesite sustav

z+ 2y
3z + 6y

18
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Primjer 4.

Rijesite sustav

T+2y=2
3z + 6y = 18

Rjesenje.

Ovaj sustav nema rjesenja. Kako to moZemo geometrijski
objasniti? Svaka od gornjih jednadZbi predstavlja
jednadzbu pravca, a ti pravci su paralelni pa nemaju
zajednickih to¢aka pa zbog toga gornji sustav nema

rjesenja.
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Pridruzimo li sustavu Diviak

€T + 2y — 2 Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
3z + 6y = 18
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
njegove tri determinante D, D1 i D3, dobivamo I""“‘““ "°S‘:"“"
nv. matr. — Gauss

Rang matrice

1 2 2 2 1 2 Kronecker-Capelli
D = = 0 Dl = = 24 D2 = = Homogeni sustav
3 6 1 8 6 3 1 8 Linearne nejednadzbe

Ovdje nam D = 0 sugerira da nemamo jedinstveno
rjeSenje (zapravo uopée nema rjedenja) jer sada ne
moZemo pisati x = & iy = D2 jer u nazivniku ne smije
biti 0.




Primjer 5.

Rijesite sustav

T+ 2y
3z + 6y
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Primjer 5.

Rijesite sustav

z+2y=2
3z + 6y =6

Rjesenje.

Ovaj sustav ima beskonaéno mnogo rjeSenja koja leZe na
pravcu x + 2y — 2 = 0. Kako to moZemo geometrijski
objasniti? Svaka od gornjih jednadzbi predstavlja
jednadZbu istog pravca jer se druga jednadzba dobije tako
da se prva pomnozi sa 3. Dakle, zapravo imamo samo
jednu jednadzbu jer druga nam ne daje nikakve nove
informacije koje ne bismo mogli dobiti i iz prve

ednadyhe

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba

Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba

Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Pridruzimo li sustavu
=2y =%
3z + 6y =6
njegove tri determinante D, D; i Ds, dobivamo

1 2 2 2 1 2
D: :0 D1: :0 D2: :0
3 6 6 6 3 6

D = 0 nam sugerira da nemamo jedinstvenost rjeSenja, a

Dy = Dy = 0 nam bi trebalo sugerirati da imamo
beskona¢no mnogo rjeSenja. Oprez: To nije opéenito

tako.
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Primjer 6.

Rijesite sustav

0-z4+0-y=0
0O-2+0-y=7

Rjesenje.

Sustav je ocito kontradiktoran i vrijedi da je

0 0 0 0 0 0
D= =0 _D]_ = =0 D2 = =0
0 0 7 0 0 7
| uovom je slu¢aju D = Dy = Dy = 0, ali je sustav

kontradiktoran.
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Sada moZemo opcenito reéi sve o rjeSenjima sustava

a1x + by =c1
asx + boy = co

Na vec prije opisani nadin sustavu pridruzimo tri

determinante

ar by c1 by ap ci
D = Dy = Dy =
az by co by az c2

Razlikujemo tri sluéaja.
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a D # 0. U tom sluéaju sustav ima jedinstveno rjeSenje

D, D,
e

D> YT D
To se lagano provjeri uvrStavanjem u jednadzbe

sustava.

b D = 0 i barem jedan od brojeva D; i D3 je razli¢it od

nule. U tom slu¢aju sustav nema rjesenja.

c D= Dy =Dy =0. U tom slu¢aju sustav ili ima

beskonacno mnogo rjesenja ili nema uopce rjesenja.
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Vidjeli smo na jednostavnim primjerima da u slu¢aju da je
broj jednadzbi jednak broju nepoznanica ne moramo imati
jedinstveno rjeSenje. Dapade, rjeSenje ne mora uopce

postojati.

Mogli bismo sada na sli¢an nadin promatrati sustav tri

linearne jednadZbe s tri nepoznanice.

a1z + by +ciz =dp
ax + by + coz = do ()
as3x + bsy + c3z = d3

Medutim, diskusija bi ovdje bila kompliciranija pa ¢emo
samo pogledati dva interesantna slu¢aja koja ¢emo
geometrijski interpretirati. Opcenitu diskusiju ¢emo

provesti kasnije.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba

Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Sto bi geometrijski znatilo da sustav () ima jedinstveno
rjeSenje? Svaka od jednadzbi u (&) predstavlja jednadzbu
ravnine u prostoru pa ako (&) ima jedinstveno rjedenje to
znadi da tri ravnine imaju samo jednu zajedni¢ku tocku.

Za takve ravnine kaZzemo da &ine snop ravnina u prostoru.

MoZe se dogoditi da (é) ima beskonatno mnogo rjeenja
koja pripadaju istom pravcu u prostoru, tj. zadane
ravnine bi se sjekle po nekom pravcu. Za takve ravnine

kaZemo da pripadaju istom pramenu ravnina u prostoru.
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Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba

Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Pramen ravnina
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Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba

Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Zadatak 1.

Komentirajte geometrijski sve moguce slucajeve koji se
mogu dogoditi kod (&) na sli¢an nacin kao $to smo
komentirali kod sustava dvije linearne jednadZbe s dvije
nepoznanice. Tamo smo promatrali sve moguce poloZaje
dvaju pravaca u ravnini, a ovdje treba promatrati sve
moguce poloZaje triju ravnina u prostoru. Dva poloZaja
smo vec¢ komentirali, snop i pramen ravnina. Promotrite
preostale poloZaje i komentirajte kako to utjece na

rjeSenje sustava (é).

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba

Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Sustav m linearnih jednadzbi s n

nepoznanica

a11x1 + ajoxs + - - + a1pxT, = by

a91x1 + agews + -+ - + a2, = by

(®)

Am1T1 + Am2X2 + - - - + AmpTn = bm

Koeficijenti a;;, b; su realni brojevi za i =1,2,...,m,
Jj=1,2,...,n. Koeficijent a;; pripada j-toj varijabli u
i-toj jednadzbi, a b; je slobodni koeficijent u i-toj

jednadzbi.
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Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba

Rjesavanje — inv. matr.
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Inv. matr. — Gauss
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Kronecker-Capelli
Homogeni sustav
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RjeSenje sustava m linearnih jednadzbi s n nepoznanica
je svaka uredena n-torka realnih brojeva (ry,ra,...,7y)
koja uvrStavanjem u sustav tako da je x; = r;,

i =1,2,...,n zadovoljava sve jednadZbe sustava.

S obzirom na rjeSivost sustav (#) moZe biti:
a Odreden — ima jedinstveno rjesenje
b Neodreden — ima beskona¢no mnogo rjesenja

c Kontradiktoran — nema rjesenja
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Linearna jednadzba
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Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav
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Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavu () pridruzit ¢emo tri matrice:

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
o Matrica sustava — to je matrica tipa (m,n) u kojoj P————

" e o - Rje3avanje — Det
se nalaze koeficijenti uz nepoznanice

Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss

coa Rang matrice
a1 a12 A1n
Kronecker-Capelli
a21 a22 o .. a/2’l'b Homogeni sustav
A = Linearne nejednadzbe

Gml Om2 " OGmn




Matematika (PITUP)

o Matrica nepoznanica — to je matrica tipa (n,1) u

Prof.dr.sc. Blazenka

kojoj se nalaze nepoznanice Divjak

I

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba

T2
X — Rje3avanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss
Tn
= - Rang matrice

= . .« ws . . Kronecker-Capelli
o Matrica slobodnih koeficijenata — to je matrica [Tr———

Linearne nejednadzbe

tipa (m, 1) u kojoj se nalaze slobodni koeficijenti

b1
bo

bm
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Prof.dr.sc. Blazenka

Uz ovakve oznake sustav (#) moZemo napisati u -

matri¢nom obliku

Sustavi lin. jednadzbi

AX == B. Linearna jednadzba

Rjesavanje — inv. matr.

Radi jednostavnosti, uvjerimo se na jednom konkretnom

Rjesavanje — Det
primjeru da je to zaista istina. 0 GRS
Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
. . Kronecker-Capelli
P ri mJer 7 . Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe

Zapisite u matri¢cnom obliku sustav

201 +4x0 —x3+ 514 =7
—9x1 + 2 + 623 + 8x4 = —3




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Rje§enje. Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba

Ovo je sustav od dvije linearne jednadZbe s &etiri

Rjesavanje — inv. matr.

nepoznanice.

Rjesavanje — Det

Gaussov postupak

_x ] Inv. matr. — Gauss
1 Rang matrice
2 4 — ]_ 5 $2 7 Kronecker-Capelli
A — X = B = Homogeni sustav
- 9 1 6 8 xg — 3 Linearne nejednadzbe
Ty

Uvrstimo ove matrice u matriénu jednadzbu AX = B.
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AX =B

Prof.dr.sc. Blazenka

- = Divjak
I
Sustavi lin. jednadzbi
2 4 -1 5| |z . 7 Linearna jednadzba
-9 1 6 8| |=z3 -3 ——
Rjesavanje — inv. matr.
:I:4 Rjesavanje — Det
L . Gaussov postupak
_ Inv. matr. — Gauss
221 + 4wy — T3 + by 7
= Kronecker-Capelli
—9:[,‘1 —'— :L‘2 + 6:1'/‘3 + 8:E4 —3 Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe

Iz jednakosti dviju matrica slijedi da mora biti

201 +4x9 —x3 + 514 =7
—9z1 4+ x9 + 623 + 81y = —3,

a to je zapravo zadani sustav.




Rjesavanje sustava pomocu inverzne

matrice

U ovom ¢emo dijelu pokazati kako se rjeSava sustav od n
linearnih jednadzbi sa n nepoznanica (broj jednadzbi je
jednak broju nepoznanica) pomocu inverzne matrice.

Znamo da taj sustav moZemo zapisati u matri¢nom obliku
AX = B.

Kako je broj jednadzbi jednak broju nepoznanica, matrica

sustava A je kvadratna i reda je n.
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Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba

Sustav lin. jednadzbi

Rjesavanje — Det
Gaussov postupak
Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe
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Prof.dr.sc. Blazenka
U slu¢aju da je matrica A regularna, sustav ima Divjak
JedlnStVenO rJeéenJe Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
X A_l B Sustav lin. jednadzbi

Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

U slu¢aju da je matrica A singularna, tada sustav ima

Inv. matr. — Gauss

beskona¢no mnogo rjesenja ili nema uopce rjeSenja. Sto Renzinabice
Kronecker-Capelli
se to¢no dogada u tom slucaju reéi ¢emo kasnije. Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe

Pomocu inverzne matrice mogu se rjesavati samo sustavi
u kojima je broj jednadZbi jednak broju nepoznanica i ¢ija

je matrica sustava regularna.




Primjer 8.

Pomocu inverzne matrice rijesite sustav

2u+3v=>5
—bu+v="7

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba

Sustav lin. jednadzbi

Rjesavanje — Det
Gaussov postupak
Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Primjer 8.

Pomocu inverzne matrice rijesite sustav

2u+3v=>5
—bu+v="7

Rjesenje.

\
o [\)
—= W
SEE
N Ot

—16
X:A‘lell_s 5| _ |77
1715 2|7 %f;
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Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba

Sustav lin. jednadzbi

Rjesavanje — Det
Gaussov postupak
Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Primjer 9.

Pomocu inverzne matrice rijesite sustav

2a+b—¢c=0
3a+ 2¢c =12
3a+b+2c=11

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba

Sustav lin. jednadzbi

Rjesavanje — Det
Gaussov postupak
Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe
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Pl’imjer 9_ Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Pomocu inverzne matrice rijesite sustav

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba

2a 4F b—c=0 Sustav lin. jednadzbi

3CL + 20 — 12 Rjesavanje — Det
Gaussov postupak
3a + b + 20 — 11 Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe

Rjesenje.




-7
-3

12
11
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Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba

Sustav lin. jednadzbi

Rjesavanje — Det
Gaussov postupak
Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe
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Rjesavanje sustava pomocu determinanti

Prof.dr.sc. BlaZzenka
Divjak

U ovom dijelu éemo pokazati kako se rjeSava sustav od n

Sustavi lin. jednadzbi

linearnih jednadZbi sa n nepoznanica pomocu

Linearna jednadzba

determinanti. Sustav lin. jednadzbi

Rjesavanje — inv. matr.

a11xy —I— 122 J’- coo _|_ ATy = b]. / . A].l Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
a21T1 + a2 + - -+ + a2, Ty, = bo / - Aoy Kronecker-Capell

Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe

n1T1 + An2T2 + -+ + GppTy = by / - An

PomnoZimo redom pripadne jednadzbe s kofaktorima
prvog stupca pripadne matrice sustava A. Zbrajanjem

dobivamo




(a11A11 +ag1Aor + -+ + an1 Ay )21 +
(a12411 + ageAor + -+ + an2 Ay Jz2 + - +
=+ (alnAll + agnAa1 + -+ + annAnl )fL'n =

=b1 A1 +b2Ao1 + -+ by Ama

Matematika (PITUP)
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Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi

Rjesavanje — inv. matr.

Gaussov postupak
Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe
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Prof.dr.sc. Blazenka

Divjak
(allAll + 0/211421 HFocedF anlAnL)xl a4 Sustavi lin. jednadzbi
—det A Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
(a12A11 + a22A21 + “ .. + an2An1 )$2 _'_ .. _|_ Rjesavanje — inv. matr.
:O Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss

_.I_ (alnAll + a2nA21 + . e + annAnl )xTL = Rang matrice

Kronecker-Capelli

~\~
:O Homogeni sustav

= blAn i b2A21 qF oo ° TF bnAnl

Linearne nejednadzbe

Oznadimo li sa D = det A determinantu matrice sustava,
a sa D; determinantu matrice koju dobijemo iz matrice
A tako da prvi stupac zamijenimo s elementima jednos-

tup&ane matrice slobodnih koeficijenata B, tj.




by a2 -+ ain

by az - az,
D =

b, a2 -+ Gnp

dobivamo da je
Dl‘l = Dl.

Opcenito, ako pomnoZimo sve jednadZbe zadanog sustava
s kofaktorima elemenata i-tog stupca matrice sustava A i

zatim ih zbrojimo, dobit éemo
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Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi

Rjesavanje — inv. matr.

Gaussov postupak
Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




gdje je D; determinanta matrice koju dobijemo tako da se
i-ti stupac matrice A zamijeni s jednostup&anom

matricom B.

Pravilo (®) zovemo Cramerovim pravilom i ono se
moZe koristiti da bi se rijeSio sustav linearnih jednadZbi u
kojemu je broj jednadZbi jednak broju nepoznanica i

D #0.

Slu&ajevi koji mogu nastupiti kod rjeSavanja sustava n
linearnih jednadZbi s n nepoznanica pomocu determinanti

Su:
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Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba

Sustav lin. jednadzbi

Rjesavanje — inv. matr.

Gaussov postupak
Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
o e a0 o Divjak
1 D # 0. Tada je sustav odreden i vrijedi
D Sustavi lin. jednadzbi
i .
1=1 2 ... n Linearna jednadzba
D ! ! ! ! Sustav lin. jednadzbi

Rjesavanje — inv. matr.

Gaussov postupak
o o Ve 7 o Inv. matr. — Gauss
2 D = 0. Tada postoje sljedece mogucnosti: Rang matrice
Kronecker-Capelli

a di,i €{1,2,...,n},D; # 0. Sustav je kontradiktoran. Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe

b D;=0,Vie{1,2,...,n}. Tada vrijedi jedno od
sljedeceg:

i Sustav je neodreden

ii Sustav je kontradiktoran




Dakle, u slu¢aju da je
D=Dy=Dy=---=D,=0

samo Cramerovo pravilo nije dovoljno da bismo mogli

zakljuéiti da li je sustav neodreden ili kontradiktoran.

Odgovor na to pitanje u potpunosti daje

Kronecker-Capellijev teorem kojeg ¢emo kasnije obraditi.
Cramerovo pravilo

@ D #0. Sustav ima jedinstveno rjesenje z; = %
QD=0

a 3i, D; # 0. Sustav je kontradiktoran.

b D; = 0,Vi. Sustav je ili neodreden ili kontradiktoran
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Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi

Rjesavanje — inv. matr.

Gaussov postupak
Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Cramerovo pravilo (n=3)
a11x1 + a12x2 + a13r3 = by
a1 + a2 + a3x3 = by

a31x1 + a2 + azzxrs = b
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Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba

Sustav lin. jednadzbi

Rjesavanje — inv. matr.

Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss

Rang matrice

Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Matematika (PITUP)

Cramerovo pravilo (n=3)

Prof.dr.sc. BlaZzenka

a11%1 + a12x2 + a13x3 = by Divjak

21T + a22%9 + aszxs = by Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
311 + azaxo + agzxrs = bs Sustav lin. jednadzbi

Rjesavanje — inv. matr.

ajlp ai2 a3 Gaussov postupak
Inv. matr. — Gauss
D = a21 a/22 0/23 Rang matrice

Kronecker-Capelli
a’31 a32 a’33 Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Cramerovo pravilo (n=3)

D=

aiy
a21

asi

a1121 + a1222 + a13x3 = by

a1 + a2 + a3r3 = by

a3121 + a2 + azzxrs = b

a12
a22

a32

ai3
a23

a33

by
Dl = b2
b3

a12
a22

a32

ai3
a3

a33
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Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba

Sustav lin. jednadzbi

Rjesavanje — inv. matr.

Gaussov postupak
Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli

Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Cramerovo pravilo (n=3)

ail
D = |ay
asi
ail
Dy = |ay

a1121 + a1222 + a13x3 = by

a1 + a2 + a3r3 = by

a3121 + a2 + azzxrs = b

a12
a2

as32

ai3
a23

a33

a13
a3

ass

by
Dl = b2
b3

a12
a22

a32

ai3
a3

a33

Matematika (PITUP)
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Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba

Sustav lin. jednadzbi

Rjesavanje — inv. matr.

Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss

Rang matrice

Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Cramerovo pravilo (n=3)

ail
D = |ay
asi
all
Dy = |ay

a1121 + a1222 + a13x3 = by
a1 + a2 + a3r3 = by

a3121 + a2 + azzxrs = b

aiz a13 bi a2 ais
age 23 Dy = |by a as
aze (33 b3 azx as3z
b1 a3 a1 aiz b
by a3 D3 =lag a2 by
b3 ass az1 azz b3
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Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba

Sustav lin. jednadzbi

Rjesavanje — inv. matr.

Gaussov postupak
Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli

Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe
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Cramerovo pravilo (n=3) .

a1171 + a12%2 + a13x3 = by Divjak

91T + a92%9 + aszxs = by Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
a31%1 + asaxo + agzxrs = bs Sustav lin. jednadzbi

Rjesavanje — inv. matr.

ail a1 a,13 bl a12 a13 Gaussov postupak
Inv. matr. — Gauss
D = |a21 a2 0/23 Dl = b2 a9 a/23 Rang matrice
Kronecker-Capelli
a’?)]. a32 a’33 b3 a32 a33 Homogeni sustav
Linearne nejednadzbe
ann b ais ain a2z b
D3 =laz1 by ags D3 =laz a2 by
az1 bs ass a1 az2 b3
D, Dy D3
Tl = —, To = —, T3 = —

D




Primjer 10.
Pomocu determinanti rijesSite sustav
8r1 +xa+x3=1
—2x1 + 49 + 623 = 2
3x1 + 6x9 + 923 =5
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Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi

Rjesavanje — inv. matr.

Gaussov postupak
Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Primjer 10.
Pomocu determinanti rijesSite sustav
8r1 +xa+x3=1
—2x1 + 49 + 623 = 2
3x1 + 6x9 + 923 =5

Rjesenje.
8 1 1 1 1
D=|-2 4 = 12 Di=|2 4 6
3 5 6 9
8 1 1 8
Dy=(-2 2 6|=-76 D3 =|-2
3 3

Il
~

56
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Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi

Rjesavanje — inv. matr.

Gaussov postupak
Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe
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Gaussov postupak

Prof.dr.sc. BlaZzenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Neka su S i S’ dva sustava linearnih jednadzbi. KaZzemo

Linearna jednadzba

da su ti sustavi ekvivalentni ako je skup rjeSenja sustava S b [

Rjesavanje — inv. matr.

S jednak skupu rjeZenja sustava S’, tj. R(S) = R(S5"). Rjesavanie - Det

Inv. matr. — Gauss

Primjeri ekvivalentnih sustava - EEERD

Kronecker-Capelli

Homogeni sustav

1 Sustavi S'i S su ekvivalentni jer je Lincarne nejednadzbe

R(S) = R(S") = {3}.

20 —4=2 (S)
xr—3=0 (S)




2 Sustavi S i S’ su ekvivalentni jer je

R(S) = R(S") ={(3, -1}
T+ 20 = 2

.’171—33224

2271—3272:9
1+ 229 =1
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Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka

Primjer neekvivalentnih sustava ) Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

T+ x9 =2 Linearna jednadzba
(S) Sustav lin. jednadzbi
xl — x2 — 4 Rje3avanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
/) Inv. matr. — Gauss
:L'l + ':E2 - 2 } (S Rang matrice

Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

R(S) = {(3,—1)}. Uredeni par (3,—1) je rje3enje
sustava S’, no sustav S’ ima beskona&no mnogo rjeenja,
tj. R(S) = {(t,2—t): t e R}. Dakle, R(S) # R(S’) pa
su S i S’ neekvivalentni sustavi. Primijetimo da je ovdje
specijalno R(S) C R(S’).




Matematika (PITUP)

Ekvivalentne transformacije sustava

Prof.dr.sc. BlaZzenka
Divjak

jednadzbi

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba

Sada ¢emo spomenuti transformacije na sustavima koje

Sustav lin. jednadzbi

ne mijenjaju njegovo rjesenje, tj. koje sustav prevode u R

Rjesavanje — Det

njemu ekvivalentni sustav. Poznavanje takvih

Inv. matr. — Gauss
transformacija temelj su za efikasno rjeSavanje sustava. Rang matrice
Kronecker-Capelli

Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe

1 Ako u zadanom sustavu S dvije jednadzbe zamijene

mjesta, dobiveni sustav S’ ekvivalentan je sustavu S.
2 Ako se neka jednadzba sustava S zamijeni produktom
te jednadzbe i proizvoljnog realnog broja razli¢itog od

nule, dobiveni sustav ekvivalentan je polaznom sustavu.




3 Ako se u danom sustavu S neka jednadZba zamijeni
zbrojem te jednadZbe i neke druge jednadZbe sustava,

dobiveni sustav ekvivalentan je sa polaznim sustavom.

Nabrojene transformacije sustava zovemo elementarnim

transformacijama.

Kombiniranjem drugog i treceg pravila dobivamo

3" Ako se sustavu S neka jednadzba zamijeni zbrojem te
jednadzbe i neke druge jednadzbe pomnozZene
proizvoljnim realnim brojem, dobiveni sustav

ekvivalentan je sustavu S.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Ekvivalentna transformacija sustava je svaki postupak
kojim se od zadanog sustava jednadZbi dobije ekvivalentni

sustav.

Propozicija 1.
Svaka ekvivalentna transformacija sustava moZe se dobiti

pomocu kona¢nog niza elementarnih transformacija.

Sada ¢emo na jednom jednostavnom primjeru pokazati
kako se provodi Gaussov postupak, a zatim pokazati kako

se skraceno pise Gaussov postupak pomocu tablice.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Primjer 11.

Rijesite sustav

1 — 22

2581 — 3132

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Matematika (PITUP)

Primjer 11.

Prof.dr.sc. Blazenka
00 50 Divjak
Rijesite sustav

Sustavi lin. jednadzbi

. Linearna jednadzba
r1 — T = 3

Sustav lin. jednadzbi

Rjesavanje — inv. matr.
2581 — 3132 =5

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Rjesenje. Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe
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Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Matematika (PITUP)

Primjer 12.

Prof.dr.sc. Blazenka

Rijesite sustav Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
2z — 3'}/ =-1 Lineama jednadzba
Sustav lin. jednadzbi

—6z 49y =3

Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Matematika (PITUP)

Primjer 12.
Prof.dr.sc. Blazenka

Rijesite sustav Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
2z — 3'}/ =-1 Lineama jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
—6z 49y =3

Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

. . Inv. matr. — Gauss
RJE§en_je. Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe

Ty b

5 3[-1 /3

-6 9| 3 ——‘+
2 —371

0 0| 0 — suvisna jednadzba (0-2+0-y =0)

2 3|1




Dakle, pocetni sustav je ekvivalentan sa sustavom
2z — 3y = —1. (S)

Rijesimo li (S’) po varijabli  dobivamo

1+3
r=—=+—
5 297

$to znadi da y biramo, a z onda izraunamo na temelju
odabranog y. Dakle, sustav ima beskonaé¢no mnogo

rjeSenja, tj. neodreden je.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Varijabla x po kojoj je rijeSen sustav zove se bazi¢na
varijabla, a varijabla y zove se nebazi¢na varijabla ili

parametar.

Opcenito, sve varijable u zadanom sustavu po kojima je
sustav rijeSen zovu se bazi€ne varijable, a preostale
varijable zadanog sustava zovu se nebazi€ne varijable ili

parametri (pomocu njih su izraZene bazi¢ne varijable).

Uobicajeno je parametre nazvati novim slovima razli¢itim
od onih koji se koriste u zadanom sustavu. Najéesce se
koriste slova p, t, u, v (osim ako se ve¢ ne pojavljuju u

zadanom sustavu).

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Konkretno, varijablu y moZemo nazvati sa p, pa opce

rjeSenje zadanog sustava mozemo zapisati u obliku

ili u obliku uredenog para

(5t +3p,p), pER

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




U rjeSavanju neodredenog sustava koristi se sljedeca
terminologija:
a Opce rjeSenje sustava: (_71 <k %p, p), peR

b Posebno (partikularno) rjesenje — dobijemo

odabirom konkretnih vrijednosti za pojedine parametre:

npr., za p =1 je (1,1) jedno partikularno rjedenje.
c Bazi€no rjesenje je ono partikularno rjesenje koje
dobijemo kada sve parametre u opéem rjesenju
postavimo na nulu. Konkretno ovdje, za p = 0
dobijemo bazi¢no rjegenje (5,0).
d Suvisna jednadzba je ona jednadzba u zadanom

sustavu koja se moze dobiti linearnom kombinacijom

preostalih jednadzbi sustava.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Napomena.

Kod rjeSavanja neodredenog sustava sami mozemo
izabrati koje varijable ¢emo uzeti za bazi¢ne, a koje za
parametre (osim ako nam unaprijed nije " nametnuto”
koje Ce biti bazi¢ne, a koje parametri). Naravno, postavlja
se pitanje broja bazi¢nih i nebazi¢nih varijabli za pojedini
neodredeni sustav. Na to pitanje u potpunosti daje
odgovor Kronecker-Capellijev teorem kojeg ¢emo kasnije
obraditi. Grubo reéeno, kako god birali bazi¢ne varijable
uvijek ih ima isti broj za pojedini neodredeni sustav, tj.
broj bazi¢nih varijabli ne ovisi o nasem odabiru koje
varijable ¢emo uzeti za bazi¢ne, a onda ni broj
parametara ne ovisi o naSem odabiru. Koliko kojih

trebamo "vidimo” u toku rjeSavanja sustava.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Matematika (PITUP)

Sjetimo se sustava
Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak
20 — 3y = —1
Sustavi lin. jednadzbi
—6x =+ 9y =3 Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi

Rjesavanje — inv. matr.

Njegovo opce rjesenje je Riesavanie  Det
]_ 3 Inv. matr. — Gauss
r = _5 + ép Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav
Yy=p, DPE R e mefeheEe

pri éemu je x bazi¢na varijabla, y parametar, a bazi¢no
riesenje je (5, 0).

Mogli smo taj sustav rijesiti tako da y uzmemo za
bazi¢nu varijablu, a  za parametar. Tada bismo dobili

opce rjesenje tog sustava




T=0p

y= gp + % peR
Stavimo li p = 0 dobijemo drugo bazi¢no rjesenje (0, %)
Dakle, zadani sustav ima dva bazi¢na rjedenja (5%,0) i
(0, %) Octito je da bazi¢na rjeSenja ovise o nasem
odabiru koje ¢emo varijable uzeti za bazi¢ne, a koje za
parametre. Dakle, da bismo dobili sva bazi¢na rjesenja,
trebali bismo isti sustav rjeSavati vie puta i to tako da
svaki puta mijenjamo odabir bazi¢nih varijabli i
parametara. Medutim, ako sustav sadrzi puno varijabli i

jednadZbi to moZe potrajati.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Sva bazi¢na rjeSenja moZzemo dobiti samo iz nekog opceg
rjeSenja neodredenog sustava. Objasnimo to na primjeru
kada imamo samo jedan parametar, a kasnije ¢emo
objasniti na primjeru kada imamo dva parametra. U

slu€aju tri ili vise parametara postupak je analogan.
Pogledajmo ponovno sustav

20 — 3y = —1
—6z + 9y =3

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Ako varijablu y uzmemo za parametar, opce rjesenje

sustava je
1 i 3
T=—=4 -
2 "o
y=p, peR
Za p = 0 smo dobili bazi¢no rjesenje (%1, 0). Sto smo

zapravo napravili? Drugu komponentu opceg rjeSenja smo
izjednadili s nulom i rijeSili jednadZbu, tj. y = 0 pa slijedi
da je p = 0 i zatim to uvrstili u prvu komponentu opéeg

rjeSenja te dobili jedno bazi¢no rjeSenje.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
ono o 7 0w c . Divjak
Kako dobiti iz ovog opéeg rjesenja drugo bazi¢no
rje$enje? Trebamo prvu komponentu opéeg rjeSenja Sustavi fin. jednadzhi
Linearna jednadzba
izjednaditi s nulom, tj. rijesiti jednadzbu =z = 0 iz koje Sustay lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

dobijemo odgovarajuéi p pomocu kojeg izratunamo drugu Riesavanje - Det

komponentu y. [ c—

Rang matrice

. O - 1 + 3 . 0 - . 1 Kronecker-Capelli
r = 2 2p — p - 3 Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe
Sada je

1
— = = —
y=>r Y 3

pa je dobiveno drugo bazi¢no rjeSenje (0, %)




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Opcenito, ako opce rjesenje neodredenog sustava ima Divjak
samo jedan parametar, tada sva bazi¢na rjeSenja

Sustavi lin. jednadzbi

dobijemo tako da svaku od komponenata opceg rjeSenja u i (i

Sustav lin. jednadzbi
pojedinom koraku izjednaé¢imo s nulom, rijeSimo et =i me
Rjesavanje — Det
jednadzbu i dobivenu vrijednost parametra uvrstimo u
Inv. matr. — Gauss
preostale komponente. v et
Kronecker-Capelli

Homogeni sustav

Bazi¢no rjeSenje, jedan parametar

Linearne nejednadzbe

Jednostavno receno, ako opce rjeSenje neodredenog sus-
tava ima jedan parametar, tada je bazi¢no rjeSenje ono
partikularno rjesenje kojemu je barem jedna komponenta

jednaka nula.




Matematika (PITUP)

Pl’imjer 13. Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Rijesite sustav

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
T, + 229 — 223 + 224 = —H

Sustav lin. jednadzbi

Rjesavanje — inv. matr.

3x1 + 2x9 +4x3 — 24 =9 Rjesavanje — Det

_21:1 + $2 — 31‘3 + 41‘4 = 2 Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
tako da varijabla x3 bude parametar. Homogeni sustay

Linearne nejednadzbe




Primjer 13.

Rijesite sustav

T, + 229 — 223 + 224 = —H
3x1 + 2x9 +4x3 — 24 =9
—2x1 + o — 33 + 44 = 2

tako da varijabla x3 bude parametar.

Rjesenje.

Ideja je da radimo elementarne transformacije nad recima
tako da biramo neki redak i neki element u tom retku i
zatim napravimo nule na preostalim mjestima u stupcu u

kojem se nalazi odabrani element.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Matematika (PITUP)

Tl X9 xrs T4 b
9 _9 ) -5 5 X Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak
3 2 4 -1] 9
Sustavi lin. jednadzbi
-2 1 -3 4 2
Linearna jednadzba
1 2 =9 2 ) Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
0 —4 10 -—-7| 24 Rjesavanje — Det
0 5 -7 8| -8
Inv. matr. — Gauss
1 2 — 2 2 — 5 Rang matrice
Kronecker-Capelli
O 3 1 16 ‘ Homogeni sustav
Linearne nejednadzbe
0 5 -7 8| -8
1 0 -8 0 |37
0 1 3 1 16
0 0 -22 —88
1 0 -8 0|37
31 136
o 1 3 o |6
0 0 -22 3 |-88




Objasnimo ukratko postupak rje$avanja. U prvom koraku
odabran je prvi redak i element 1. Kako se odabrani broj
1 nalazi u prvom stupcu, Zelimo preostale elemente u
prvom stupcu " pretvoriti” u nule. To ¢emo postici tako
da prvi redak pomnozimo s —3 i dodamo ga drugom
retku, nakon toga pomnozimo ga s 2 i dodamo trecem
retku. Znamo da na taj nacin neemo promijeniti rjeSenja
pocetnog sustava, tj. na taj nadin dobivamo novi sustav

koji je ekvivalentan pocetnom sustavu.

Za odabrani redak kaZe se da je vodeci redak, a za
odabrani element 1 kaZe se da je kljuéni element. Za
varijablu z1 kazemo da je vodeca varijabla jer uz nju

stoji kljuéni element.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Gledamo li sada dobivene brojeve vidimo da nemamo niti
jedne jedinice uz nepoznanice u drugom i treCem retku
(osim u prvom retku uz nepoznanicu x1, ali prvi redak
vise neCemo birati jer ¢emo si inace pokvariti nule koje
smo napravili). Dakle, svaki redak biramo najvise
jedanput jer u protivnom si kvarimo nule koje smo
napravili.

U ovom trenutku mogli bismo, npr. odabrati drugi redak i
broj —4 koji je u drugom stupcu pa onda na preostalim
mjestima u drugom stupcu napraviti nule. Medutim, tada
bi nam se pojavili razlomci, a to ovdje mozemo izbjeci
tako da tre¢i redak dodamo drugom retku (naravno,

mogli smo i¢i na razlomke i dalje raditi s njima).

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Nakon dodavanja trec¢eg retka drugom, u drugom retku
nam se pojave Cak dvije jedinice (uz varijable zo i x4).
Naravno, biramo drugi redak za vodeci redak, i biramo,
npr. varijablu x5 za vodecu varijablu (mogli smo i
varijablu x4 odabrati za vodecu jer i uz nju u drugom
retku stoji jedinica). Sada na preostalim mjestima u
drugom stupcu Zelimo napraviti nule. To éemo postiéi
tako da drugi redak pomnozimo s —2 i dodamo ga
prvom, zatim ga pomnoZimo s —5 i dodamo tre¢em. Na
taj nacin dobivamo sustav koji je ekvivalentan s poéetnim

sustavom.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Jedini redak koji jo§ nismo izabrali je treci redak. U
njemu nemamo niti jednu jedinicu pa ¢emo morati i¢i na
razlomke. Pitanje je koju od varijabli x3 i 4 uzeti za
vodecu. U principu je svejedno, uzimamo onu koja nam
vise odgovara. Medutim, u zadatku se od nas zahtijeva
da rijeSimo sustav tako da varijabla x3 bude parametar pa
onda nju "ne smijemo” uzimati za vodeéu varijablu jer bi
nam inale "nestala” iz preostalih jednadzbi nako sto
bismo napravili nule u treCem stupcu, a pomocu nje

moraju biti izraZene preostale varijable.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Stoga uzimamo varijablu x4 za vodecu, odnosno broj 3 za Divjak
klju¢ni element i Zelimo na preostalim mjestima u

Sustavi lin. jednadzbi
Cetvrtom stupcu napraviti nule. Kako je ve¢ u prvom Linearna jednadzba

Sustav lin. jednadzbi

retku na Cetvrtom mjestu nula, jedino jo$ treba treci Rz = . me

Rjesavanje — Det

redak pomnoZiti s _Tl i dodati ga drugom retku. Na taj
Inv. matr. — Gauss

nacin dobivamo sustav o (e

Kronecker-Capelli

Homogeni sustav

x]_ - 8x3 = _37 Linearne nejednadzbe

31 136
To + §x3 =3

—22x3 + 3x4 = —88

koji je ekvivalentan poletnom sustavu.




Matematika (PITUP)

Stoga je opcCe rje3enje poletnog sustava

Prof.dr.sc. Blazenka

oy = _37 _|_ 8:1;3 Divjak
To = 1—36 — %:LB, T3 (= R Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Ty = —83—8 —+ %$3 Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
odnosno
Inv. matr. — Gauss
xl = _37 + 8p Rang matrice
- 136 31 Kronecker-Capelli
:1:2 - 7 _ ?p Homogeni sustav
Linearne nejednadzbe
r3 =p
_ _ 88 22
Ty =—3 +3P

odnosno u obliku uredene &etvorke

(—37+8p, 136 _ 3y p, —%H—fp), peR




Sustav je rijeSen po varijablama x1, z2, x4 i njih zovemo

bazi¢ne varijable, a varijabla 3 je parametar.
Zadatak 2.
Rijesite prethodni sustav
T, + 2x9 — 223 + 224 = —5
3x1 + 229 +4x3 — 24 =9
—2x1 + 9 — 33 + 44 = 2
tako da bude parametar

(a) varijabla x1 (b) varijabla xo (c) varijabla x4

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Sustav je rijeSen po varijablama x1, z2, x4 i njih zovemo

bazi¢ne varijable, a varijabla 3 je parametar.
Zadatak 2.
Rijesite prethodni sustav
T, + 2x9 — 223 + 224 = —5
3x1 + 229 +4x3 — 24 =9
—2x1 + 9 — 33 + 44 = 2

tako da bude parametar

(a) varijabla x1 (b) varijabla xo (c) varijabla x4

Rjeéenje
37
() (p, -39 —3p, 3T + 3p, 35 + Bp)
136 22
(b) (_ 31 7p7 P, 37 — 7p7 31 - 37110)

( )( 5+ 1117, 2P74+§p,l’)

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Matematika (PITUP)

Primjer 14.
Prof.dr.sc. Blazenka

Odredite sva bazi¢na rjeSenja sustava Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

I
|
o

T1 + 229 — 223 + 214

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
31.1 + 21.2 + 41.3 — '/E4 = 9 Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
—2x1 + o — 33 + 44 = 2
Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Matematika (PITUP)

Primjer 14.
Prof.dr.sc. Blazenka

Odredite sva bazi¢na rjeSenja sustava Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

I
|
o

T1 + 229 — 223 + 214

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
31.1 + 21.2 + 41.3 — $4 = 9 Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
—2x1 + o — 33 + 44 = 2
Inv. matr. — Gauss
Rang matrice

Rjegenje . Kronecker-Capelli

Homogeni sustav

Ovaj sustav smo prije rijesili i vidjeli smo da se u opéem Linearne nejednadzbe
rjeSenju pojavljuje jedan parametar, a bazi¢no rjesenje

dobijemo kada parametar postavimo na nulu. Dakle, da
bismo dobili sva bazi¢na rjeSenja trebali bismo taj sustav
rijesiti na Cetiri nalina tako da bismo svaki puta uzimali

po jednu varijablu za parametar. To bi bio jedan nadin

koji bi dugo trajao.



1 je parametar

To je parametar

L =p
_ _59 _ 31
T2 = —24 — 24P
37 | 1
x3:§+§p
55 , 11

Ty = 75 T 2P

Bazi¢no rjesenje: za p =0

(0,55 1)

T =751 7 5P
T2 =P

— 136 _ 3
T3 = 31 — 31P

_ 88 _ 22
Ta =31 7 31P
Bazi¢no rjesenje: za p =0

(= 55,0, 57, 51)

T3 je parametar

T4 je parametar

r1 = —37+8p
T2 = = 5P
T3 =P

g =—-L+2p

Bazi¢no rjesenje: za p =0
136 88
(=37, 55,0, - %)

T1 = —5+ %p
Ty = 4 — %p
T3 = 4+ %p
Ty =D
Bazi¢no rjesenje: za p =0
(—5,4,4,0)

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Drugi (laksi) nacin, koji se i inae koristi u rjeSavanju
zadataka, smo vec prije spomenuli. Naime, kada nademo
neko opce rjeSenje neodredenog sustava i u njemu se
pojavljuje samo jedan parametar, tada sva bazi¢na
rjeSenja nademo tako da u pojedinom koraku izjedna¢imo
jednu komponentu opcéeg rjesenja sa nulom, rijeSimo
pripadnu jednadZbu i to rjeSenje uvrstimo u preostale

komponente opceg rjesenja.

Konkretno ovdje, uzmimo npr. opce rjeSenje u kojemu je

varijabla x3 parametar.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Bazi¢no rjesenje: za x; = 0 | Bazi¢no rjeSenje: za x5 =0
r1 = =37+ 8p r1 = =37+ 8p
s T2 = 5 -5
r3 =P r3 =P
ze= -5+ Fp To= =5+ Fp
—37+8p:0:>p=3§7 %—%sz:p:%
(0,=51 %> 13) (= 570, 5% 57)
Bazi¢no rjesenje: za 3 = 0 | Bazi¢no rjeSenje: za x4 =0
r1 = =37+ 8p r1 = —37+8p
T3 =P r3 =p
Ty == +Fp Te= =%+ Fp
z3=0=p=0 -8 2—32]9:0:17:4
(—37,1%5,0,-28) (—5,4,4,0)

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Napomena.

Mogli bismo zakljuéiti da je u slu¢aju da opce rjesenje
neodredenog sustava ima jedan parametar broj bazi¢nih
rjeSenja jednak broju nepoznanica koje se pojavljuju u
sustavu. Medutim, to nije istina. Opéenito je u tom
slu¢aju broj bazi¢nih rjeSenja najvise jednak broju

nepoznanica.

Primjer 15.

Odredite sva bazi¢na rjeSenja sustava

6x1 + 920 — 223 +204 =7
31 +4x0 —x3+ 24 =1
—2x1 4+ 322+ 8x3+ 224 =3

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Ty T2 T3 T4 b

6 9 -2 2| 7 +

3 4 1 1 /~(—2)] /-8
-2 3 8 2| 3 —|+
0 0 0| 5 /(-4 /- (~35)
3 4 -1 1] 1 ——|+

22 35 0 10| 11

0 1 0 0| 5

3.0 -1 1 |-19

2 0 0 10|-164 /-3

01 0 0] 5

3 0 -1 1|-19 ‘j‘l’

11 0 0 —82 /-3

0 1 0 0| 5

2 0 -1 o) -2

11 0 0 5| -8

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka

Dakle, opce rjesenje zadanog sustava je Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

LI p Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi

x? — Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det

T3 = % a4F %p
Inv. matr. — Gauss

x4 = —% = %p Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

pri €emu smo varijablu 1 uzeli za parametar, a varijable Linearne nejednadzbe

T9, T3 | T4 su bazi¢ne varijable. Naravno, mogli smo i
neku drugu varijablu uzeti za parametar jer nam nitko
ovdje na pocetku nije "nametnuo” koju od varijabli uzeti

za parametar.




Da bismo pronasli sva bazi¢na rjesenja, trebamo u
svakom koraku po jednu komponentu opéeg rjeSenja
izjednaditi s nulom, rijesiti jednadzbu i pripadno rjesenje
uvrstiti u preostale komponente. Medutim, ako bismo
ovdje drugu komponentu izjednadili sa nulom, tj. htjeli
rijeSiti jednadzbu xo = 0, vidjeli bismo da ona nema
rjeSenja jer je cijelo vrijeme xo konstantan i jednak 5.

Dakle, u ovom slu¢aju imamo samo tri bazi¢na rjesenja

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Primjer 16.

Odredite sva bazi¢na rjeSenja sustava

6x1 + 920 — 223 + 224 = 2
3x1 +4x0 —x3+ 24 =1
—2x1 + 3z + 8x3 + 2x4 =3

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Primjer 16.

Odredite sva bazi¢na rjeSenja sustava

6x1 + 920 — 223 + 224 = 2
3x1 +4x0 —x3+ 24 =1
—2x1 + 3z + 8x3 + 2x4 =3

Rjesenje.

Gaussovim postupkom dobivamo

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Ty

—

~

=
=]
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22
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Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka

Dakle, opce rjesenje zadanog sustava je Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

T1 = p Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
x? — 0 Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
_ 1 4
T3 =15 T 5P
11 11 Inv. matr. — Gauss
x4 —_ = = —p Rang matrice
At 2 Kronecker-Capelli
Homogeni sustav
pri ¢emu smo varijablu z; uzeli za parametar, a varijable Linearne nejednadzbe

T9, T3 | x4 su bazi¢ne varijable. Naravno, mogli smo i
neku drugu varijablu uzeti za parametar jer nam nitko
ovdje na pocetku nije "nametnuo” koju od varijabli uzeti

za parametar.




Da bismo pronasli sva bazi¢na rjesenja, trebamo u
svakom koraku po jednu komponentu opéeg rjeSenja
izjednaditi s nulom, rijesiti jednadzbu i pripadno rjesenje
uvrstiti u preostale komponente. Medutim, ako bismo
ovdje drugu komponentu izjednadili sa nulom, tj. htjeli
rijesiti jednadzbu o = 0, vidjeli bismo da ona ima
beskona¢no mnogo rjesenja jer je cijelo vrijeme x2
konstantan i jednak 0. Dakle, svaki p € R zadovoljava
ovu jednadZbu. To bi onda znadilo da je svako rjesenje
ovog sustava bazi¢no. Medutim, to nije tako. Sjetimo se

definicije bazi¢nog rjesenja.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Prema definiciji, bazi¢no rjeSenje dobijemo kada u opce
rjeSenje sve parametre postavimo na nulu. Kako kod
rjeSavanja sustava mozemo birati parametre na vise
nacina, stoga i opce rjeSenje moZzemo dobiti na vise
nacina, pa onda za svaki takav oblik opcéeg rjesenja
dobijemo po jedno bazi¢no rjeSenje. Konkretno, u nasem
slu¢aju ispada da opce rjesenje zadanog sustava moZemo
napisati samo na tri razli¢ita nacina jer vidimo da imamo

jedan parametar, ali varijablu zo ne moZemo uzeti za

parametar jer je ona cijelo vrijeme konstantna i jednaka O.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Dakle, i u ovom slu¢aju imamo samo tri bazi¢na rjeSenja
koja dobijemo tako da prvu, treéu i &etvrtu komponentu
opceg rjesenja pojedinacno izjednaéimo sa nulom, rijeSimo

jednadZbu i rjeSenje uvrstimo u preostale komponente.

1 1 11 1
<0 07 10110) (_ gvo’ 7_§>7 ( 072’0)

Uoc¢imo da su po dvije komponente u bazi¢nim rjeSenjima
jednake nula, iako imamo samo jedan parametar u opéem
rieSenju. To je zbog toga $to je u opéem rjeSenju druga

komponenta konstantna i jednaka nula.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Uocavamo da je broj bazi¢nih rjeSenja manji u sluéaju da
su neke od varijabli u opéem rjeSenju konstantne, tj. da
ne ovise o parametru. Medutim, ¢ak i u sluéaju da sve
varijable u opéem rjeSenju ovise o parametru, broj
bazi¢nih rjeSenja moZe biti manji od broja varijabli koje se

pojavljuju u sustavu.

Primjer 17.

Odredite sva bazi¢na rjeSenja sustava

T1t+r2+x3— 24 =1
221 + dxo + 223 — 3x4 = —3
T, + 2x9 + 3x3 — 234 = —2

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




T1 T2 T3 T4 b
1 1 -1]|-1
2 5 2 -3 |-3
1 2 3 -2 |-2
1 1 1 -1 -1
0 3 0 -1 ]|-1
0 1 2 -1
1 0 -1 0 |0
0 2 -2 0 |0
0 1 2 —1|-1
1 0 -1 0 |0
0 -1 0 |0
0 1 2 -1 |-1
1 0 -1 0 |0
0 1 -1 0 |0
0 0 3 —1]|-1

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Matematika (PITUP)

Opce rjesenje zadanog sustava je Prof.dr.sc. Blavenka
Divjak
Tl = p Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
T2 =D Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
r3 =1Dp Rjesavanje — Det

T4 = 1 + 3p Inv. matr. — Gauss

Rang matrice

Kronecker-Capelli

U ovom sluéaju imamo samo dva bazi¢na rjesenja, iako Homogeni sustay

Linearne nejednadzbe
imamo Cetiri nepoznanice i sve one ovise o parametru, a
to je zbog toga $to je x1 = xy = x3.

Bazi¢na rjeenja su

(070707 l)a (_l - — 0)




Matematika (PITUP)

Primjer 18.

Prof.dr.sc. Blazenka

Odredite sva bazi¢na rjeSenja sustava Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

—2x — 3y + 32

Il
|
109

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
r+y—z=4

Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Primjer 18.

Odredite sva bazi¢na rjeSenja sustava

Il
|
109

—2x — 3y + 32
r+y—z=4

Rjesenje.
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Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Opce rjedenje sustava je

Tz =4
y=>p
%=1

U ovom sluéaju imamo samo jedno bazi¢no rjeSenje, iako
imamo tri nepoznanice. To je zbog toga Sto je varijabla x
konstantna, a y = z, pa opce rjeSenje zadanog sustava
moZemo prikazati na samo jedan nacin. Bazi¢no rjeSenje
je (4,0,0).

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Primjer 19.

Odredite sva bazi¢na rjeSenja sustava

41 +3x9 — 23+ 24 =5
3x1 — 220 + 8x3 — x4 = —1

x1 — 1229 + 2623 — Hxg = —13

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Primjer 19.

Odredite sva bazi¢na rjeSenja sustava

41 +3x9 — 23+ 24 =5
3x1 — 220 + 8x3 — x4 = —1

x1 — 1229 + 2623 — Hxg = —13

Rjesenje.

Gaussovim postupkom dobivamo

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




T T9 T3 X4 b

4 3 -1 5 /-5

3 —2 8§ -1 —1 :|+

1 -12 26 —-5|-13 +

4 30 1 5 I

7 70| 4 /~<73)] /- (=3)
21 3 21 0 | 12 T+
-17 0 =22 1 =T

7 1 7 0 4

0 0 0 0 0 — suviSna jednadzba
17 08228

7 1 7 0 4

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
, . . . Divjak
Opce rjedenje zadanog sustava je
Sustavi lin. jednadzbi
1 =u Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi

1‘2 — 4 _ 7u _ 7U Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

T3 =0

Inv. matr. — Gauss

Rang matrice

.1:4 - _7 + 17u + 22U Kronecker-Capelli

Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe

pri éemu smo varijable x1 i x3 uzeli za parametre, a
varijable x5 i x4 su bazi¢ne varijable. Naravno, kako nam
na poletku nista nije bilo "nametnuto”, mogli smo i neke

druge varijable uzeti za parametre.




Uoc¢avamo da su nam ovdje bila potrebna dva parametra.

U prethodnim primjerima smo isto imali sustav od tri
linearne jednadZbe s Cetiri nepoznanice, ali nam je bio
potreban samo jedan parametar. Ovdje su potrebna dva
parametra jer smo u toku rjeSavanja sustava Gaussovim
postupkom uotili da imamo jednu suvidnu jednadZzbu (tj.
jednadzbu koja se moZe dobiti iz preostalih jednadzbi
sustava pomoc¢u elementarnih transformacija), odnosno

da imamo samo dvije nezavisne jednadzZbe.

Nakon ovog primjera, u ovom trenutku moZemo i otkriti
"tajnu” kako znati koliko parametara treba biti u opéem

rjeSenju rjeSivog sustava.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka

Naime, vrijedi iy
Divjak

U rjeSivom sustavu je

Sustavi lin. jednadzbi

broj parametara = broj nepoznanica — broj nezavisnih jednadzbi e B

Sustav lin. jednadzbi

Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Ova tvrdnja je zapravo posljedica Kronecker-Capellijevog

Inv. matr. — Gauss

teorema kojeg ¢emo uskoro obraditi.

Rang matrice
Kronecker-Capelli

U naSem slucaju imamo tri jednaZbe s &etiri nepoznanice, Homogen sustav
ali jedna jednadzba je viska pa imamo zapravo dvije e
nezavisne jednadZbe. Stoga je broj parametara jednak

4 — 2 = 2. U velini prethodnih primjera smo isto imali tri
jednadzbe s Cetiri nepoznanice, ali sve tri jednadzbe su

bile nezavisne, pa je broj parametara bio jednak 4 —3 = 1.




Ako imamo zadani sustav linearnih jednadzbi, na pocetku
je opcenito tesko znati koliko zapravo imamo nezavisnih
jednadZbi, pa je tesko saznati i broj potrebnih
parametara. Medutim, u toku rjeSavanja sustava
Gaussovim postupkom mi otkrivamo suvisne jednadZbe i
na kraju nam zapravo preostaju samo nezavisne
jednadZbe pa na samom kraju mi saznajemo koliko nam
parametara treba u opéem rjesenju. Vidjet cemo kasnije
na jednom primjeru kako &ak mozemo otkriti Gaussovim

postupkom da li je sustav kontradiktoran.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Matematika (PITUP)

. . . . .. Prof.dr.sc. Blazenka
Vratimo se sada bazi¢nim rjeSenjima zadanog sustava. Divjak
Opce rjesenje smo dobili u obliku Sustavi tin, jednadzbi

Linearna jednadzba
S Sustav lin. jednadzbi
1 =Uu

Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
To=4—Tu— Tv

Inv. matr. — Gauss

T3 =0

Rang matrice

Kronecker-Capelli
564 S _7 + 17u + 221} Homogeni sustav
Linearne nejednadzbe
pri éemu smo varijable x1 i x3 uzeli za parametre.
Bazi¢no rjeSenje dobijemo kada parametre postavimo na
nulu, tj. za u = 0, v = 0. Dakle, jedno bazi¢no rjeSenje je

(0,4,0,—7).




Medutim, traZimo sva bazi¢na rjeSenja. Pitamo se na
koliko razli¢itih nadina moZemo dobiti opce rjesenje
zadanog sustava, odnosno na koliko razli¢itih nacina
moZemo od Cetiri varijable odabrati dvije za parametre.
To mozemo napraviti najvise na (‘21) = 6 nadina.

Konkretno ovdje, to moZemo napraviti to¢no na 6 nacina.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Ako varijable x1 i 5 uzmemo za parametre, tada opce

rjeSenje dobijemo u obliku

X1 =U

Xro =V

xgzé—u—%v
39 22

T4 =% —du— Fv
Pripadano bazi¢no rjeSenje dobijemo za u =0, v =0

0,0,7, %)

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
o = s Divjak
Ako varijable z1 i z3 uzmemo za parametre, tada opée 'V"

rjeSenje dobijemo u obliku Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
1 =Uu Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

To =4 —Tu— Tv

Inv. matr. — Gauss

x3 = Rang matrice

Kronecker-Capelli

Ty = 77 + 17u + 22,U Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe

Pripadano bazi¢no rjeSenje dobijemo za u =0, v =0

(07 4’ 07 _7)




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka

Ako varijable z1 i x4 uzmemo za parametre, tada opce ik

rjeSenje dobijemo u obliku Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba

Sustav lin. jednadzbi

xl = U Rjesavanje — inv. matr.
39 35 7 Rjesavanje — Det
o = 95 — ﬁu — ﬁ’l)
Inv. matr. — Gauss
7 17 1 .
Ta = == — =U + = Rang matrice
& 22 22 22 Kronecker-Capelli
:L,4 e Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe

Pripadano bazi¢no rjeSenje dobijemo za u =0, v =0

(0,53, 53, 0)




Ako varijable x2 i 3 uzmemo za parametre, tada opce

rjeSenje dobijemo u obliku

xlzé—%u—v
ro = U
r3 = v

x4:1—79—1—77u+5v

Pripadano bazi¢no rjeSenje dobijemo za u =0, v =0

(70,0, %)

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Ako varijable z9 i x4 uzmemo za parametre, tada opce ik

rjeSenje dobijemo u obliku Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba

Sustav lin. jednadzbi

xl == % - %u - E'U Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
ro = U
Inv. matr. — Gauss
19 17 1 )
323 — + =U _|_ = Rang matrice
35 35 5 Kronecker-Capelli
$4 = Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe

Pripadano bazi¢no rjeSenje dobijemo za u =0, v =0

(3.0, -55:0)




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka

o . 7 Divjak
Ako varijable z3 i x4 uzmemo za parametre, tada opce e
rjeSenje dobijemo u obliku Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
7 22 1
xl == 1_7 - 1_7u + 1_7,1) Rjesavanje — inv. matr.
19 35 7 Rjesavanje — Det
Ty = 17 + 77U — 7V
Inv. matr. — Gauss
x3 = U Rang matrice
Kronecker-Capelli
:L,4 e Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe

Pripadano bazi¢no rjeSenje dobijemo za u =0, v =0

(47, 17,0,0)




Matematika (PITUP)

Dakle, imamo ukupno 3est baziénih rjesenja

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak
(0,0,4,32),(0,4,0,-7), (0,32, 5,0),

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba

(2,0,0,2),(22,0,—-22,0), (%, 12,0,0). Susta . it

Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Da li smo mogli sva bazi¢na rjeSenja dobiti iz jednog

oblika opceg rjesenja sustava, a ne da traZimo sve M, et =@z

Rang matrice

moguce oblike opceg rjeSenja? Kronecker-Capell

Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe

Odgovor je potvrdan. Kao $to smo u slu¢aju jednog
parametra po jednu komponentu opceg rjesenja
izjednacavali s nulom, u sluéaju dva parametra moramo
po dvije komponente izjednacavati s nulom, rijesiti sustav
dvije linearne jednadZbe s dvije nepoznanice i rjesenje

sustava uvrstiti u preostale komponente opceg rjesenja.




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

o z o o 5 - o Sustavi lin. jednadzbi
Uzmimo, npr. opce rjeSenje sustava u kojemu su varijable

Linearna jednadzba
T | T3 para metri Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
1 =Uu
Inv. matr. — Gauss
. Rang matrice
To =4 —Tu—Tv
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

r3 = v

Linearne nejednadzbe

xry = =74+ 17Tu + 22v




Jedno bazi¢no rjeSenje dobijemo kada prve dvije

komponente izjedna¢imo s nulom, tj.
Tr1 = 0, 9 = 0.
Dobivamo sustav

u=20

Tu+7Tv=4

Cije je riesenje u =0, v = %.

Pripadno bazi¢no rjeSenje je

(0,0,1%,

~IE
SN—

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Drugo bazi¢no rjeSenje dobijemo kada prvu i trecu

komponentu izjedna¢imo s nulom, tj.

Dobivamo sustav

¢ije je rjesenje u =0, v = 0.

Pripadno bazi¢no rjesenje je

(07 4’ 07 _7)

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Trece bazi¢no rjesenje dobijemo kada prvu i Eetvrtu

komponentu izjedna¢imo s nulom, tj.
z1 =0, x4=0.
Dobivamo sustav
u =0
1Tu+22v="7
Cije je riesenje u =0, v = %

Pripadno bazi¢no rjeSenje je

(0,53, 53+ 0)

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Cetvrto bazi¢no rjesenje dobijemo kada drugu i trecu

komponentu izjedna¢imo s nulom, tj.
Ty = 0, I3 = 0.
Dobivamo sustav

Tu+7Tv=4
v=20

ije je rjeSenje u = %, v =0.

Pripadno bazi¢no rjeSenje je

(h0.0.%)

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Peto bazi¢no rjesenje dobijemo kada drugu i &etvrtu

komponentu izjedna¢imo s nulom, tj.

zo =0, x4=0.

Dobivamo sustav

Tu+7v =4
17u+22v =7
Cije je rjesenje u = %, v = _%_

Pripadno bazi¢no rjeSenje je

(50, ~35,0)

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Sesto bazi¢no rjesenje dobijemo kada trecu i Cetvrtu

komponentu izjedna¢imo s nulom, tj.

z3 =0, x4=0.

Dobivamo sustav
v=20
17u+22v =7
ije je rjeSenje u = 1—77 v = 0.

Pripadno bazi¢no rjeSenje je

(47, 17,0,0)

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Bazi¢no rjeSenje, dva parametra

Jednostavno receno, ako opce rjeSenje neodredenog sus-
tava ima dva parametra, tada je bazi¢no rjeSenje ono par-
tikularno rjeSenje kojemu su barem dvije komponente jed-

nake nula.

Opcenito, ako imamo sustav linearnih jednadZbi s n
nepoznanica &ije ople rjeSenje ima dva parametra, tada je
broj bazi¢nih rjeSenja najvise jednak (g) tj. broju nacina
na koji moZemo izabrati dvije varijable za parametre od n
ponudenih. U nekim situacijama neke varijable ¢e u
opéem rjeSenju biti konstantne pa ih ne¢cemo modi uzeti
za parametre, ili ¢ée neke biti medusobno jednake, itd. U
tim situacijama je onda broj bazi¢nih rjeSenja strogo

manji od (3).

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Matematika (PITUP)

U prethodnom primjeru smo imali 4 nepoznanice pa je Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak
. - e - .. o o AN,
broj bazi¢nih rjeSenja bio jednak najvise (2) = 6, zapravo
Sustavi lin. jednadzbi

je bio jednak to¢no 6. Pogledajmo neke primjere u kojima

Linearna jednadzba
je broj bazi¢nih rjeSenja strogo manji od (g) Susta ln. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
. . Rjesavanje — Det
Primjer 20.
. gz e . Inv. matr. — Gauss
Odredite sva bazi¢na rjeSenja sustava Rang matrice
Kronecker-Capelli

Homogeni sustav

=321 — 929 — 1723 + 324 = 2 itrrrmire reiEheee

T1+3x9 + 63 — 24 =1




U prethodnom primjeru smo imali 4 nepoznanice pa je
broj bazi¢nih rjeSenja bio jednak najvise (‘21) = 6, zapravo
je bio jednak to¢no 6. Pogledajmo neke primjere u kojima
je broj bazi¢nih rjesenja strogo manji od (g)

Primjer 20.

Odredite sva bazi¢na rjeSenja sustava

—3x1 — 929 — 1723+ 324 = 2
T1+3x9 + 63 — 24 =1

Rjesenje.

Gaussovim postupkom dobivamo

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




1 Ty X3 T4 b
-3 -9 —17 3 | 2
36 -1 1
0 0 0] 5
1 3 6 -1] 1
0 0 1 0] 5
1 3 0 —1|-29

Stoga je opce rjeSenje sustava

1T =U
Tr9 =V
T3 =09

4 =29+ u+3v

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




U ovom sluéaju je varijabla x3 konstantna u opéem

rjeSenju pa ¢emo imati samo tri bazi¢na rjesenja.
(0,0,5,29), (0, —?, 5,0), (— 29,0, 5,0)

Zasto se broj bazi¢nih rjeSenja smanjio ¢ak za tri, iako je
samo jedna varijabla konstantna? Sjecamo se da se u
sli¢nom sluéaju jednog parametra broj bazi¢nih rjesenja
smanjio samo za jedan. Poanta je da ovdje biramo po
dvije varijable za parametre, a kako je varijabla z3
konstantna, otpadaju nam mogucnosti da varijable x; i
T3, T2 i x3, T3 i x4 budu parametri pa nam preostaju jos

samo tri mogucénosti za izbor parametara.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Matematika (PITUP)

Primjer 21.
Prof.dr.sc. Blazenka

Odredite sva bazi¢na rjeSenja sustava Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
2x1 + 219 —x3 — 14 = 2

Linearna jednadzba

Sustav lin. jednadzbi

|
|
w

—3x1 — 3T + 223 + x4

Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Matematika (PITUP)

Primjer 21.
Prof.dr.sc. Blazenka

Odredite sva bazi¢na rjeSenja sustava Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
2x1 + 219 —x3 — 14 = 2

Linearna jednadzba

Sustav lin. jednadzbi

|
|
w

—3x1 — 3T + 223 + x4

Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

. . Inv. matr. — Gauss
RJE§en_je. Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe

Iy T9 T3 T4 b




Opce rjedenje sustava je

1 =u
Ty =0

r3=—14+u+wv
Tg=—-14+u+v

Da bismo dobili sva bazi¢na rjeSenja, moramo po dvije
komponente opceg rjesenja izjednaditi s nulom, rijesiti
sustav i rjeSenje uvrstiti u preostale komponente.
Medutim, kada bismo izjednadili trecu i Cetvrtu
komponentu s nulom dobili bismo sustav koji ima
beskona¢no mnogo rjeSenja jer su varijable x3 i x4
jednake. Da li zaista zadani sustav ima beskonacno

mnogo bazi¢nih rjesenja?

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Sjetimo se opet definicije bazi¢nog rjeSenja. Bazi¢no
rjeSenje je ono partikularno rjesenje koje dobijemo iz
nekog opceg rjesenja kada sve parametre postavimo na
nulu. Medutim, kako u opéem rjeSenju imamo dva
parametra (konkretno, ovdje su to varijable x;1 i z2) i
Cetiri varijable, zadani sustav moZe imati najvise (;1) =6
bazi¢nih rjeSenja. Kako iz opceg rjeSenja vidimo da su
varijable z3 i x4 medusobno jednake, njih ne moZzemo
istovremeno uzeti za parametre (ne moZemo staviti

XT3 =u, T4 = v, jer je x3 = x4). Stoga nam otpada
mogucnost da z3 i x4 istovremeno budu parametri, a
ostalih pet moguénosti za parametre moze proéi. Zato
niti ne mozemo istovremeno trecu i ¢etvrtu komponentu

opceg rjesenja izjednacavati sa nulom.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Stoga bi zadani sustav na prvi pogled imao 5 bazi¢nih
rjeSenja. Medutim, ima ih samo tri jer dva su dvostruka

jer je x3 = x4.
(0,0,—-1,-1),(0,1,0,0),(1,0,0,0)

Takoder, uotavamo da su po tri komponente jednake nula
u bazi¢nim rjedenjima, iako imamo samo dva parametra.

To je opet zbog toga Sto je x3 = x4.

Zadatak 3.

Rijesite prethodni sustav Gaussovim postupkom tako da
neke druge varijable uzmete za parametre | uvjerite se da
je nemoguce istovremeno uzeti varijable x3 i x4 za

parametre. Kako se to vidi iz Gaussovog postupka?

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




U slu¢aju da imamo dva parametra u opéem rjeSenju, broj
bazi€nih rjeSenja moZe biti manji i u slu¢aju da nema
fiksnih varijabli i da nikoje dvije varijable nisu jednake.
Pogledajmo primjer.

Primjer 22.

Odredite sva bazi¢na rjesSenja sustava

T, + x9 +2x3 — 314 = —1

201 + 219 —x3 — 24 = 3

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




U slu¢aju da imamo dva parametra u opéem rjeSenju, broj
bazi€nih rjeSenja moZe biti manji i u slu¢aju da nema
fiksnih varijabli i da nikoje dvije varijable nisu jednake.
Pogledajmo primjer.

Primjer 22.

Odredite sva bazi¢na rjesSenja sustava

T, + x9 +2x3 — 314 = —1

201 + 219 —x3 — 24 = 3

Rjesenje.

Gaussovim postupkom dobivamo

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




xry T2 T3 T4

11 2 -3

2 2 -1 3
5 5 0 5|5
2 2 -1 -1|3
11 1
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1 =u
To =V

r3=—-24+u+v
Ty=—-14u+v

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Matematika (PITUP)

Da bismo dobili sva bazi¢na rjeSenja, moramo po dvije
Prof.dr.sc. Blazenka

komponente opceg rjesenja izjednaliti s nulom, rijesiti Divjak

sustav i rjeSenje uvrstiti u preostale komponente.

Sustavi lin. jednadzbi

Medutim, kada bismo izjednadili trecu i éetvrtu Linearna jednadzba

Sustav lin. jednadzbi
komponentu s nulom dobili bismo sustav e = i, e

Rjesavanje — Det

u + v = 2 Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
u + v = 1 Kronecker-Capelli

Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe

koji otito nema rjedenja. Sto to znati? To opet znadi da
ne mozemo istovremeno uzeti varijable z3 i x4 za
parametre jer se one razlikuju za konstantu (naime,

x4 — x3 = 1, pa ne moZemo staviti x3 = u, x4 = v jer ih
ne mozemo proizvoljno birati; moramo paziti da se

razlikuju za 1).




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak
Preostalih pet mogucnosti izbora parametara moze proci

Sustavi lin. jednadzbi
pa u ovom slu€aju zadani sustav ima 5 bazi¢nih rjesenja. Wi Fedteditie
Sustav lin. jednadzbi

Rjesavanje — inv. matr.

(0,0,—2,—1),(0,2,0,1),(0,1,—1,0),(2,0,0,1), (1,0, —1,0) |HEN_--

Inv. matr. — Gauss

Zadata k 4 Rang matrice

Kronecker-Capelli

Rijesite prethodni sustav Gaussovim postupkom tako da N

Linearne nejednadzbe
neke druge varijable uzmete za parametre | uvjerite se da
je nemoguce istovremeno uzeti varijable x3 i x4 za

parametre. Kako se to vidi iz Gaussovog postupka?




Matematika (PITUP)

Napomena. Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Do sada smo detaljno proucavali bazi¢na rjeSenja na

Sustavi lin. jednadzbi

primjerima sustava Cije opCe rjeSenje ima jedan ili dva

Linearna jednadzba

parametra i vidjeli smo neke specifi¢ne situacije koje Z,:I,J_d“t
mogu nastupiti. Sasvim analogno se moZe dalje raditi sa Rjesavanie - Det
sustavima Cije opce rjeSenje ima tri ili viSe parametara i Inv. matr. — Gauss
proudavati specifi¢ne situacije koje mogu nastupiti, a zoge:(etCapell

Homogeni sustav

kojih ovdje moZe biti jako puno.

Linearne nejednadzbe

Opcenito, ako imamo sustav linearnih jednadzbi sa n
nepoznanica &ije opce rjeSenje ima k parametara

(0 < k < n), tada taj sustav ima najvide (}) bazi¢nih
rjeSenja, $to je jednako broju nacina na koji moZemo od n

varijabli izabrati njih k za parametre.




Sva bazi€na rje¥enja dobijemo iz nekog opéeg rjedenja
tako da po k njegovih komponenata izjedna¢avamo sa
nulom, rijeS§imo sustav i dobiveno rjeSenje uvrstimo u
preostale komponente. Ako neki od tih sustava nema
jedinstveno rjeSenje ili nema uopce rjesenje, tada se radi o
nekom specifi¢cnom slu¢aju, a to znadi da varijable koje
smo izjednadili sa nulom da bismo dobili takav sustav, ne
moZemo istovremeno uzeti za parametre. U tom ce

slu¢aju broj bazi¢nih rjeSenja biti strogo manji od (Z)

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Primjer 23.

Odredite sva bazi¢na rjeSenja sustava

201 +x2o+x3+ 14 =5
41 + 229 + 223 + 224 = 10

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Matematika (PITUP)

Primjer 23.

Prof.dr.sc. Blazenka

Odredite sva bazi¢na rjeSenja sustava Divjak

2 5 Sustavi lin. jednadzbi
Tl + T2+ X3+ T4 = Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi

4x1 + 2','62 + 2‘,'63 + 2‘/'64 = 10 Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
. . Inv. matr. — Gauss
Rjesenje. Rang matrice
Kronecker-Capelli

Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe

r1 T X3 T4 b
1 15 /-<—2>]
2 2 210 +

5

0 — suviSna jednadzba

NS NN
— | o =
— o =
— | o =

5




Opce rjedenje zadanog sustava je

r1T =U
To=5—2u—v—t
T3 =0

x4:t

gdje je xo bazi¢na varijabla, a preostale varijable su
parametri. Naime, imamo samo jednu nezavisnu
jednadZbu, a broj nepoznanica je 4. Stoga je broj
parametara jednak 4 — 1 = 3. Bazi¢nih rjeSenja je najvise
(é) = 4. Da bismo ih dobili, moramo po tri komponente
opceg rjesenja izjednaditi sa nulom, rijesiti sustav i

rjeSenje uvrstiti u preostale komponente.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




x1=0, 1‘220, $3=O

Dobivamo sustav

u=~0
5—2u—v—t=0
v=20

Rjesenje sustava je: u=0,v=0,t=5

Pripadno bazi¢no rjesenje: (0,0,0,5)

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




x1=0, 1‘220, $4=O

Dobivamo sustav

u=>0
5—2u—v—t=0
t=20

RjeSenje sustava je: u=0,v=5,t=0

Pripadno bazi¢no rjesenje: (0,0,5,0)

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




x1=0, 1‘320, $4=O

Dobivamo sustav

RjeSenje sustava je: u=0,v=0,t=0

Pripadno bazi¢no rjesenje: (0,5,0,0)

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




562:0, :1:3:0, 1‘420

Dobivamo sustav

5—2u—v—t=0

RjeSenje sustava je: u = % v=0,t=0

Pripadno bazi¢no rjesenje: (%,0,0,0)

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka

Pogledajmo sada kako pomocu Gaussovog postupka Divjak

moZemo otkriti da li je neki sustav kontradiktoran.

Sustavi lin. jednadzbi

. . Linearna jednadzb:
Primjer 24. i

Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rijesite sustav

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
:El — 2:E2 + 2:E3 = _5 Rang matrice
Kronecker-Capelli
2(1:1 + 41'2 — $3 = 9 Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe

8ry — by =2




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka

Pogledajmo sada kako pomocu Gaussovog postupka Divjak

moZemo otkriti da li je neki sustav kontradiktoran.

Sustavi lin. jednadzbi

. . Linearna jednadzb:
Primjer 24. i

Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rijesite sustav

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
:El — 2:E2 + 2:E3 = _5 Rang matrice
Kronecker-Capelli
2(1:1 + 41'2 — $3 = 9 Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe

8ry — by =2

Rjesenje.

Gaussovim postupkom dobivamo




r1 Ty T3 b

-2 2| -5 /(-2

2 4 —1| 9 ——,+
0 8 —5| 2

1 -2 2| -5

0 —5| 19 /-(-1)

0 8 —5| 2 th
1 -2 2| -5

0 8 —5|19

0 0 0

—17 — kontradikcija (021 + 022 + 025 = —17)

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Sustav linearnih jednadzbi je kontradiktoran ako se tokom
njegovog rjeSavanja Gausssovim postupkom pojavi neki
redak koji se sastoji od samih nula s lijeve strane, a na

desnoj strani je neki broj razli¢it od nule.

Gaussov postupak je pogodan za rjeSavanje sustava
linearnih jednadZbi bez obzira na odnos broja jednadZbi i
broja varijabli. Pomocu inverzne matrice ili pomocu
determinanti je moguce rijesiti samo sustav u kojemu je
broj jednadzbi jednak broju nepoznanica i &ija je matrica

sustava regularna.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Gaussov postupak

Gaussovim postupkom moZemo rijesiti bilo koji sustav li-
nearnih jednadZbi bez obzira na odnos broja jednadZzbi i
broja nepoznanica i bez obzira da li je sustav odreden,

neodreden ili kontradiktoran.

Primjer 25.
Gaussovim postupkom rijesite sustav
81 +x2+x3=1
—2x1 + 49 + 623 = 2
321 + 629 + 923 =5

RjesSenje.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. BlaZzenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




r1 Xy X3 b
8 1 1] 1
-2 4 6] 2
3 6 9|5
8 1] 1
-1 2 3|1
3 6 9|5
8§ 1 1] 1
-17 0 -1
—45 0 3| -1
25 1 0] 2
-17 0 1| -1
[6] o o] 2
0o 1 o0 |-%
o o 1| 4

6 0 0] 2

6 6
—>T2:—%
—7.1';:%

— by =2 — ,771:1

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Dakle, zadani sustav ima jedinstveno rjeSenje

(3:=%%):

Kako imamo tri nezavisne jednadzbe (nema suvi¥nih) i tri
nepoznanice, broj parametara je jednak 3 — 3 =0, tj.
sustav ima jedinstveno rjesenje.

Primjer 26.

Gaussovim postupkom rijesite sustav

201 +4xo — 23 =1
—4x1 — 8%2 4= 2%3 = -2
14z + 2829 — T3 =7

Rjesenje.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

X1 i) I3 b

Sustavi lin. jednadzbi

2 4 1 /-2 /- (=7) Lineama jednadzba
=l -8 2 _-) ——|+ Sustav lin. jednadzbi

Rjesavanje — inv. matr.

14 28 =7 7 + Rjesavanje — Det
2 4 =1 1 Inv. matr. — Gauss
. . . Rang matrice
0 0 0 0 — suvisna jednadzba )
- Kronecker-Capelli
0 0 0 0 — suvisna jednadzba ElomogsniSustay
Linearne nejednadzbe
2 4 -1 1

Dakle, pocetni sustav je ekvivalentan sa sustavom

201 +4x9 — 23 =1




Stoga je opce rjeSenje poletnog sustava

1 =U
T9g =V

r3=2u-+4v—1

pri ¢emu smo varijable x1 i 22 uzeli za parametre.
Kako zapravo imamo samo jednu nezavisnu jednadzbu
(ovdje su &ak dvije bile suvisne) i tri nepoznanice, stoga

je broj parametara jednak 3 — 1 = 2.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Inverzna matrica — Gaussov postupak

Problem odredivanja inverzne matrice moZe se svesti na
rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi tako da se u
matri¢nu jednadZbu AA~! = I uvrsti nepoznata matrica
A~! po elementima, izmno¥i se lijeva strana i koristi se
jednakost matrica. Na taj na&in dobijemo sustav od n?
linearnih jednadZbi s n? nepoznanica u kojemu su
nepoznanice nepoznati elementi matrice A=!, a n je red

matrice A.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. BlaZzenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Gaussov postupak

Rang matrice

Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Uoc¢imo da iz
AA T =T

i definicije mnoZenja matrica slijedi da se tako dobiveni
sustav od n? linearnih jednadZbi s n> nepoznanica mo¥e
podijeliti na n medusobno neovisnih sustava od n
linearnih jednadZbi s n nepoznanica &ije su matrice
sustava jednake matrici A. Nepoznice u i-tom takvom
sustavu su nepoznati elementi iz i-tog stupca matrice
A~1, a slobodni koeficijenti su svi nula osim jednog koji
je jednak 1. Svi ti sustavi se mogu rijesiti odjednom
pomocu Gaussovog postupka i na taj na&in se odrede

nepoznati elementi matrice A~1.

Pogledajmo na primjeru kako se to radi.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Gaussov postupak

Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Primjer 27.

1 21

Odredite A=" akoje A= |0 2 3

1-10

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det

Gaussov postupak

Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Primjer 27.

1 21
Odredite A=" ako je A= [0 2 3 R

1-10 Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba

Rjeéenje. Sustav lin. jednadzbi

Rjesavanje — inv. matr.

Po definiciji treba biti AA~! = I. Stavimo Rjesavanje — Det

Gaussov postupak

abc
A—l — |:d e f:| Rang matrice

. Kronecker-Capelli
ghi =
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe

i uvrstimo u gornju jednadZbu. Dobivamo

a+2d+g b+2e+h c+2f+i
2d+3g 2+3h  2f+3i | =
a—d b—e c— f




Iz definicije jednakosti matrica slijedi

a+2d+g=1 b+2+h=0
2d+3g=0 2¢e+3h=1
a_d:() b—e:o

1 2 1|1 0 0
0 2 3(0 1 0
1 -1 0|0 0 1

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det

Gaussov postupak

Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




2 1 |1 o0
0 2 3|0 1
1 -1 0|0 o0
1 2 1|1 0
0 2 3|0 1
0 -3 -1 0
1 -1 0 [0 0
0 -7 0 |-3 1
0 -3 -1|-1 0
1 -1 0 |0 0
0 0|3 -}
0 3 1 |1 0
1 0 o0 |2 —3
o 1 o |2 -1
o o 1 |-%2 2

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det

Gaussov postupak

Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Iz toga slijedi da je

A—l

EN{[SCIREN ([V)

M

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det

Gaussov postupak

Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Postupak ra¢unanja inverzne matrice

Pomocu elementarnih transformacija koje se koriste u

Gaussovom postupku moZze se odrediti inverzna matrica.

Postupak invertiranja matrice A n-tog reda je sljededi:

1

Formira se tablica s n redova i 2n stupaca koja u
lijevom dijelu sadrzi matricu koja se Zeli invertirati, a

na desnoj strani je jedini¢na matrica n-tog reda

Provode se elementarne transformacije po recima tako
dugo dok se na lijevoj strani ne dobije jedini¢na
matrica. Matrica koju dobijemo na desnoj strani je

inverzna matrica zadane matrice.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. BlaZzenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba

Sustav lin. jednadzbi

Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

Gaussov postupak

Rang matrice

Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




elementarne transformacije

Ovaj postupak invertiranja je posebno efikasan pri
invertiranju matrica reda veéeg od tri jer za matrice
velikog reda postupak invertiranja preko adjunkte
zahtijeva raéunanje velikog broja minori velikog reda, $to

je jako nespretno &ak i za racunalo.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det

Gaussov postupak

Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




. e Matematika (PITUP)
Primjer 28.

12 -10 Prof.dr.sc. Blazenka
j - 1 12 Divjak
Odredlte A 1 akO Je A — g _32 6 1 ivja
4 2 31

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det

Gaussov postupak

Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Primjer 28.

12 —-10
Odredite A~' ako je A= |5 % 2

4 2 31
Rjesenje.
2 -1 01 000 /(-2
0 3 1 2|0 100
2 -2 6 1|0 010 +
4 2 3 1]/0 001
1 2 -1 0|1 000
0 3 1 2]/0 100
0 6 8 1|-21010 +
0 -6 7 —4 0 0 1 m

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det

Gaussov postupak

Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




1 2 -1 0|1 0
0 15 —13 0| 8 1
0 0 [1] ol 2 o0
0 6 7 1| -4 0
1 2 0 0] 3 0
0 15 0 0] 34 1
00 1 0|2 0
0 6 0 1[-18 0
1 2 0 0] 3 0
o1 o o ¥ L
00 1 0|2 0
0 -6 0 1[-18 0

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det

Gaussov postupak

Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




23 2 11
1 0 0 O - 1
34 1 13

01 0 O = 15 I
00 1 0 2 0 1
2 2 9
o ogoa|-2 2 -

Dakle, dobili smo da je
[ 23

15

34

A*l_ 15

2

_ 22

|5

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det

Gaussov postupak

Rang matrice
Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Matematika (PITUP)

Rang matrice

Prof.dr.sc. BlaZzenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Neka je A matrica tipa (m,n). Ako se iz matrice A

Linearna jednadzba

izbaci m — k redaka i n — k stupaca, ostane kvadratna Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
matrica reda k Ciju determinantu zovemo Riesavanje - Det
. . Gaussov postupak
subdeterminanta k-tog reda matrice A. Inv. matr. — Gauss

Na primjer, uzmemo li matricu A tipa (3,4) Kronecker-Capeli
Homogeni sustav
Linearne nejednadzbe
3 -8
A= -2 9],
6 7 —4

tada ona nema sudeterminanti reda veéeg od tri zbog

toga jer ima samo tri retka.




Sudetereminante reda 3 (moramo izbaciti nula redaka i

jedan stupac) matrice A su

3 1 2 =8 |1 3 =8 (2 3 -8
7 5 6 -4 |5 7 -4 |6 T -4

Neke subdeterminante reda 2 (moramo izbaciti jedan

redak i dva stupca) matrice A su

12 |1 3| |2 =8| |8 —2
4 8|14 —2/" 6 —4|' 6 7

Pronadite preostale sudeterminante reda 2 matrice A.

Ima ih ukupno 18.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss

Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Dakle, mogli bismo jo$ rec¢i da neku subdeterminantu
reda k u matrici tipa (m,n), pri ¢emu je k < min {m,n},
dobijemo tako da uzmemo nekih k redaka i k£ stupaca u
zadanoj matrici i izdvojimo elemente koji se nalaze na
njihovim presjecima tako da te elemente ostavimo u

istom relativnom poloZaju u kojemu su bili u matrici A.

KaZemo da matrica A ima rang k i pisemo r(A) = k ako
je k najvedi prirodni broj takav da u matrici A postoji

subdeterminanta reda k razli¢ita od nule.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss

Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Dakle, samo ra¢unanje ranga matrice svodi se na
raCunanje determinanti s time da moramo poceti s
racunanjem subdeterminanti najve¢eg moguceg reda koje
se mogu pojaviti u zadanoj matrici. Znamo da je
raCunanje determinanti dugotrajan i mukotrpan posao veé
za determinate malog reda pa u slu¢aju da matrica ima
puno redaka i stupaca, racunanje njezinog ranga po

definiciji bio bi mukotrpan posao.

Na svu srecu, vidjet ¢emo da neke operacije na matrici ne
mijenjaju njezin rang, a one upravo uvelike olak3avaju

ra¢unanje ranga.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss

Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Evo nekoliko &injenica vezanih uz rang matrice koje

Sustavi lin. jednadzbi

direktno slijede iz definicije: Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.

1 Samo nulmatrice imaju rang jednak nuli. =

Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss

2 Kvadratna matrica reda n je regularna akko je

Kronecker-Capelli

T (A) = nNn. Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe

3 Ako je A matrica tipa (m,n), tada je
r(A) < min {m,n}.




Da bismo lakse rac¢unali rang matrice, koristimo

elementarne operacije na redovima (stupcima) matrice:

1 Zamjena dvaju redaka (stupaca) matrice

2 MnoZenje retka (stupca) matrice realnim brojem

razli¢itim od nule

3 Pribrajanje umnoska nekog retka (stupca) realnim

brojem nekom drugom retku (stupcu)

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss

Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Propozicija 2.

Elementarne operacije ne mijenjaju rang matrice.

Dokaz.

Dokaz slijedi iz definicije ranga i svojstava determinanti.
Npr., zasto zamjena dvaju redaka ne mijenja rang
matrice. Ako je matrica A ranga k, to znadi da u njoj
postoji subdeterminanta reda k koja je razli¢ita od nule i
sve subdeterminante veceg reda su jednake nuli. Ako smo
matrici A zamijenili dva retka, tada smo mozda i toj
subdeterminanti zamijenili dva retka. No, zamjenom dva
retka determinanta mijenja samo predznak, pa ¢e i u
novonastaloj matrici to biti subdeterminanta najveéeg
reda razli¢ita od nule. Sli¢no se dokaZe i za preostale

elementarne operacije. @

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss

Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Neka su A i B matrice istog tipa. KaZemo da je matrica ineama jednadzba

Sustav lin. jednadzbi

A ekvivalentna s matricom B i piemo A ~ B akko je Rjesavanie — inv. matr.

Rjesavanje — Det

T(A) = T(B) . Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss

Zadatak 5.

DokaZite da je relacija ~ relacija ekvivalencije na skupu

Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe

svih matrica istog tipa. Sto su klase ekvivalencije?




Da bismo lakse izra¢unali rang matrice, najprije na nju
primijenimo elementarne operacije jer one ne mijenjaju
rang. Cilj nam je dobiti u matrici $to vise nula kako
bismo ¢im laksSe racunali subdeterminante. U biti, cilj
nam je dobiti §to je moguce vecu regularnu trokutastu

podmatricu.

Primjer 29.

Izracunajte rang matrice

-8 -5 7 =2
7 5 9 )
1 0 -16 -3
8 5 =7 2

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss

Kronecker-Capelli
Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka

Rjesenje. Divjak
Sustavi lin. jednadzbi
-8 -5 7 -2 -8 -5 7 -2 Linearna jednadzba
7 5 9 5 7 5 9 5 Sustav lin. jednadzbi
~ Rjesavanje — inv. matr.
1 0 — 16 -3 1 0 — 16 -3 Rjegavanje — Det
Gaussov postupak
8 5 -7 2 e 0 0 0 0
Inv. matr. — Gauss
—8 -5 7 —2 —8 -5 7 —2 Kronecker-Capelli
Homogeni sustav
7 5 9 5 7 5 9 5 Linearne nejednadzbe
8 5 =1 2 i 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

U posljednjoj matrici imamo dva retka sa samim nulama, pa je
otuda jasno da je najveca subdeterminanta razli¢ita od nule

reda 2, npr. | 2* 7|, pa je rang potetne matrice jednak 2.




Kronecker-Capellijev teorem

Svaki se sustav linearnih jednad?bi moZe zapisati u
matriénom obliku AX = B, gdje je A matrica sustava, X
jednostup&ana matrica nepoznanica, a B jednostup&ana

matrica slobodnih koeficijenata.

Poznato nam je od prije da sustav ima jedinstveno
rieéenje X = A~ B u slu¢aju da je A regularna matrica.
Medutim, postavlja se pitanje uvjeta koje trebaju
zadovoljiti matrice A i B da bi sustav imao rjeSenje, tj.
da bi bio konzistentan. Pri tome A ne mora nuZno biti
kvadratna matrica. Odgovor na ovaj problem usko je

vezan uz pojam ranga matrice.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. BlaZzenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss

Rang matrice

Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Matematika (PITUP)

ProSirena matrica sustava AX = B je matrica A, koja Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak
ima jedan stupac viSe od matrice A i u taj stupac je

Sustavi lin. jednadzbi

smjeStena matrica B, tj.

Linearna jednadzba

Sustav lin. jednadzbi

Ap - |: A ‘ B :| 5 R?e%avanj:e — inv. matr.
Rjesavanje — Det

Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss

Evo konaéno teorema kojeg smo toliko puta do sada

Rang matrice

spominjali, a koji u potpunosti daje odgovor na pitanje

Homogeni sustav

rjeSivosti sustava linearnih jednadzbi. Linearne nejednadzbe

Teorem 1 (Kronecker-Capelli).

Sustav linearnih jednadZbi ima rjeSenje akko rang matrice
sustava jednak rangu proSirene matrice sustava, tj.

r(A) =r(4p).




Dokaz.

Pretpostavimo da sustav linearnih jednadzbi ima rjeSenje.

Tada matri€na jednadzba AX = B ima rjeSenje
X =C = [cx], tj. vrijedi

n
Zaikck =b, 1=1,2,...,m.
k=1

Prosirena matrica je tada oblika

aip - Qln chalk
Al =

Aml *°° Amn chamk

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss

Rang matrice

Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Posljednji stupac u matrici A, je linearna kombinacija
stupaca matrice A. Kako je matrica A, dobivena iz
matrice A dodavanjem stupca matrice B, rang matrice
A, moze jedino biti jednak r(A) ili 7(A) + 1
(dodavanjem redaka ili stupaca rang se ne moze
smanjiti). Kada bi bilo 7(A,) = r(A) + 1, tada bi u
matrici A, mogli naci subdeterminantu reda r(A) + 1
razli¢itu od nule. No, tada bi ta subdeterminanta morala
sadrzavati stupac matrice B (jer bi u protivnom bilo
r(A) =r(A) + 1, sto je nemoguce). No, taj stupac je
linearna kombinacija stupaca matrice A pa iz svojstava
determinanti slijedi da bi ta subedeterminanta bila

jednaka nula. Dakle, zaista je r(A4,) = r(A).

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss

Rang matrice

Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Pretpostavimo da je 7(Ap) = r(A) =r. Tada A ima r
linearno nezavisnih stupaca, tj. u matrici A postoji
subdeterminanta reda r razli¢ita od nule. Bez smanjenja
opcenitosti moZzemo pretpostaviti da je to prvih r
stupaca. Kako je po pretpostavci 7(A,) = r(A), tada je
u prosirenoj matrici A, posljednji stupac linearna
kombinacija tih r stupaca, tj. postoje ci,...,c, € R takvi

da je
bi = c1ai1 + -+ + CrQir + Crp1Qi g1 + o F Crin

pri emu je ¢ = -+ = ¢, = 0.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak
Inv. matr. — Gauss

Rang matrice

Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Stoga je B = AC, gdje je C' = [¢x] jednostupZana
matrica. Dakle, X = C je rjeSenje matri¢ne jednadZbe
AX = B. @

Korolar 1.
Pretpostavimo da imamo sustav m linearnih jednadzbi s

N nepoznanica.

1 Ako je pritom r(A,) = r(A) = n, onda je sustav
odreden (ima jedinstveno rjeSenje).

2 Ako jer(A,) =r(A) < n, onda je sustav neodreden.

3 Ako jer(A,) > n, onda je sustav kontradiktoran.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss

Rang matrice

Homogeni sustav

Linearne nejednadzbe




Matematika (PITUP)

Homogeni sustav linearnih jednadZbi

Prof.dr.sc. BlaZzenka

Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearni sustav kod kojeg su svi slobodni koeficijenti

Linearna jednadzba

jednaki nula zove se homogeni sustav. Homogeni sustav  [Rauiiau

Rjesavanje — inv. matr.

uvijek ima barem jedno rjeZenje (0,0, ...,0) koje zovemo S
Gaussov postupak

trivijalno rje§enje_ Inv. matr. — Gauss
Rang matrice

Sljededi teorem je posljedica Kronecker-Capellijevog e e

teorema Linearne nejednadzbe

Teorem 2 (Roucheov teorem).

Homogeni sustav AX = O u kojemu je broj jednadZbi

jednak broju nepoznanica ima i netrivijalnih rjesenja akko
det A = 0.




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka

Primjer 30. Divjak

Odredite vrijednosti realnog parametra a tako da sustav

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
211 + 229 — 23 =0
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
3x1 + (3 + a)xQ — 3x3 - 0 Gaussov postupak
Inv. matr. — Gauss

(a — 1)-7;1 + 4:1;2 - 3-7;3 = 0 Rang matrice

Kronecker-Capelli

ima i netrivijalnih rjeSenja. Nadite opce rjeSenje u tim T—————

slu¢ajevima.




Primjer 30.

Odredite vrijednosti realnog parametra a tako da sustav

201+ 229 — 23 =0
3r1+ (3+a)rs —3x3=0
(a—1)x1 + 429 — 323 =0
ima i netrivijalnih rjeSenja. Nadite opce rjeSenje u tim
slu¢ajevima.
Rjesenje.
Zadatak ¢emo rijesiti na dva nadina, koriste¢i Roucheov

teorem i pomocu Gaussovog postupka.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss

Rang matrice

Kronecker-Capelli

Linearne nejednadzbe




1. natin (Roucheov teorem)

Prema Roucheovom teoremu homogeni sustav u kojemu
je broj jednadzbi jednak broju nepoznanica ima i
netrivijalnih rjeSenja akko je determinanta matrice

sustava jednaka nula.

2 2 —1
3 3+a —-3|=0
a—1 4 -3

a?—10a+15=0

a1 =5—+10, as=5+V10

Dakle, zaa=5—+/10 i a =5+ /10 zadani homogeni

sustav ima i netrivijalnih rjeSenja.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak
Inv. matr. — Gauss
Rang matrice

Kronecker-Capelli

Linearne nejednadzbe




Matematika (PITUP)

2. natin (Gaussov postupak) Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

1 9 z3 b Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
2 2 0 Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
3 3+a -3 |0
Rjesavanje — Det
a — ]_ 4 73 O + Gaussov postupak
Inv. matr. — Gauss
2 2 — 1 0 Rang matrice
Kronecker-Capelli
-3 a—3 0 |0
a— 7 0 0 Linearne nejednadzbe
a—>5 0 -1 1|0
%aQ —ba+ % 0 0 0

s}
|
-3
|
(3]
=)
=)




Iz drugog retka zaklju¢ujemo da u sluéaju da je
%az — ba + % = 0 mora biti 1 = 0. Tada iz prvog i

treceg retka slijedi

(a=5)x1—23=0 = x3=0

(a—Tx1—222=0 = 22=0

pa bi u tom slu¢aju sustav imao samo trivijalno rjesenje.

Stoga mora biti

15

12
a CL+2

2

iz ¢ega opet dobivamo

a1 =5—10, as=>5+V10.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak
Inv. matr. — Gauss

Rang matrice

Kronecker-Capelli

Linearne nejednadzbe




Da bismo pronasli opce rjeSenje zadanog sustava u tim
slu€ajevima, moramo koristiti Gaussov postupak. Ne
mozemo koristiti Cramerovo pravilo jer je D = 0. Ako
smo do traZenih a-ova dosli preko Roucheovog teorema,
tada svaki pojedini a zasebno uvrstimo u sustav kojeg
onda rjeSsavamo dalje Gaussovim postupkom. Ako smo
odmah krenuli s Gaussovim postupkom, tada ne moramo
krenuti iz pocetka, nego krenemo u tablici od mjesta gdje

smo ju prekinuli kad smo zapoceli diskusiju.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak
Inv. matr. — Gauss
Rang matrice

Kronecker-Capelli

Linearne nejednadzbe




a=5—+v10 Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka

Ty xTo T3 Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det

Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss

—v10 0 -1
Rang matrice

Kronecker-Capelli

Linearne nejednadzbe

—2—+10 -2 0
—10 0 -1
—2—+v10 -2 0

C© O © O Ol NG

Opce rjesenje:

z1=p, za=-2Wp g3=—10p




a=54++v10 Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka

Ty xTo T3 Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det

Gaussov postupak

V10 0 -1 Inv. matr. ~ Gauss
0 0 0
24410 =2 0
V10 0 -1

—24++v10 -2 0

Rang matrice

Kronecker-Capelli

Linearne nejednadzbe

C© O © O Ol NG

Opce rjesenje:

T1=p, my==220 5 —10p




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Primjer 31.

U ovisnosti o a € R rijesite sustav Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
ax + y + Z = 1 Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det

X “I‘ a/y + Z = 2 Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss

=T _.I_ y + az = _3 Rang matrice

Kronecker-Capelli

Linearne nejednadzbe




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Primjer 31.

U ovisnosti o a € R rijesite sustav Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
ax + y + Z = 1 Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

X “I‘ a/y + Z = 2 Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss
T+ y +az= -3 Rang matrice
Kronecker-Capelli
Linearne nejednadzbe
Rjesenje.
Kako je broj jednadzbi jednak broju nepoznanica moZemo
koristiti Cramerovo pravilo, a drugi nacin je Gaussov

postupak koji uvijek prolazi.




1. natin (Cramerovo pravilo)

D; =

Dy =

D3 =

a 1
a 1l=a®—3a+2

—_

2 a 1ll=d>+a-2

2 1|=2d>+2a—4

a 2|=-3a2-3a+6

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak
Inv. matr. — Gauss
Rang matrice

Kronecker-Capelli

Linearne nejednadzbe




U slu¢aju da je D # 0 sustav ima jedinstveno rjeSenje

Dy D, D3
g =—
D’ D

Pogledajmo kada je D = 0, tj. rijeSimo jednadzbu
3 _
a” —3a+2=0.

Ovo je kubna jednadzba. Kandidati za cjelobrojna

rjeSenja (ako ih ima) su djelitelji slobodnog ¢lana, a to su:

1,-1,2,-2.

Direktnim uvrStavanjem dobivamo da sua; =1 i
az = —2 rjeSenja gornje jednadZbe. Medutim kubna

jednadZba ima tri rjeSenja.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak
Inv. matr. — Gauss
Rang matrice

Kronecker-Capelli

Linearne nejednadzbe




Matematika (PITUP)

Podijelimo li polinom a3 — 3a + 2 s polinomom

Prof.dr.sc. Blazenka

(a —1)(a+2), dobivamo da se poletna jednadZba moZze Diviak

faktorizirati u obliku

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
((Z — 1)2((1 “F 2) =0. Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Stoga je trece rjeSenje opet ag = 1, odnosno 1 je Sz

Inv. matr. — Gauss

dvostruko rjesenje. Dakle, u slu¢ajuda jea #1ia # —2 e ep——

Kronecker-Capelli

zadani sustav ima jedinstveno rjeSenje

Linearne nejednadzbe
Dy d+a-2 1
D a3-3a+2 a-1
Dy 2a°+2a-4 2
¥=Dp~ a3 —3a+2 a-—1
Dg —3a2—3a+6_ -3
D a¥—-3a+2 a-1




Matematika (PITUP)

Ako je a = 1, tada je

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak
D=D1=Dy;=D3=0
Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba

pa nam ne daje odgovor o rjeSivosti Sustay lin. jednadzbi
. . . . - Rjesavanje — inv. matr.
sustava. Znamo jedino da je sustav u tom slucaju Riesavanje - Det

a ano o . Gaussov postupak
kontradiktoran ili neodreden, a da bismo to saznali

Inv. matr. — Gauss

Rang matrice

moramo koristiti Gaussov postupak. Medutim, za a = 1

Kronecker-Capelli

sustav izgleda

[E——————.
r+y+z=1
T+y+z=2
r+y+z=-3

iz ¢ega je olito da je to kontradiktoran sustav.




Matematika (PITUP)

Ako je a = —2, tada je opet

Prof.dr.sc. Blazenka

Divjak
D=Dy=Dy=D3=0
Sustavi lin. jednadzbi

. L Linearna jednadzba
pa nam ne daje odgovor. Mogli bismo Sustav lin. jednadzbi
v - - . o0 . Rjesavanje — inv. matr.
racunati rang matrice sustava i rang proSirene matrice pa T B
Gaussov postupak

na temelju toga doznati odgovor, ali kako sustav ionako

Inv. matr. — Gauss

Rang matrice

moramo rijesiti (u slu€aju da ima rjeenje) mozemo

Kronecker-Capelli

odmah i¢i na Gaussov postupak. Za a = —2 sustav
Linearne nejednadzbe
izgleda
—2x+y+z=1
T—2y+z=2

r+y—2z=-3




Matematika (PITUP)

z
Prof.dr.sc. Blazenka
-2 1 1 /~<—1>] /2
1 =7 2 +

Sustavi lin. jednadzbi

1 1 -2 -3 + Linearna jednadzba
_2 1 1 1 + Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
3 0 1 / . % Rjesavanje — Det
Gaussov postupak
-3 3 0 -1 + Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
-1 0 1|3 _
Kronecker-Capelli
3 -3 0 1
Linearne nejednadzbe
0 0 0| 0
-1 0 1|3

w
&
o
—_

Dakle, za a = —2 sustav ima rjeSenje

1 4
T=p, y=-—gtp z=g+p




2. natin (Gaussov postupak)

Krenemo odmah rjesavati sustav Gaussovim postupkom.

Tokom rjesavanja, koliko je god dugo moguce, ne biramo

retke u kojima se nalazi nepoznati parametar (ovdje je

svejedno kad se on nalazi u svakom retku).

B Y z

a 1 1 /(=) /-(-a)

1 a 1 2 ‘——‘-F

1 1 a -3 +
a 1 1 1

l—-a a—-1 0 1 / ail — uz uvjet a # 1
1-a®> 1-a 0 |-3-a /- 1

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak
Inv. matr. — Gauss
Rang matrice

Kronecker-Capelli

Linearne nejednadzbe




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka

Divjak

0 po / . (—1) Sustavi lin. jednadzbi
a+3 —| Linearna jednadzba
0 a—1 + Sustav lin. jednadzbi
1 a—2 Rjesavanje — inv. matr.
a—1 Rjesavanje — Det
_ 1 1 0 % Gaussov postupak
a—
Inv. matr. — Gauss
a+2 0 0 Z—ff /- _ai2 — uz uvjet a # —2 Rang matrice
5 Kronecker-Capelli
a—
a + 1 0 1 o1 +
1 1 O 1 Linearne nejednadzbe
- | +
1 ]
0 0L /- —(a+1)
-3
0 0 1 F=T
2
0 10 ==
1 0 0|2




Dakle, dobili smo da uz uvjete a # 1 i a # —2 sustav

ima jedinstveno rjesenje

U sluéaju da je @ = 1, vratimo se u tablicu na mjesto na
kojem smo postavili taj uvjet i vidjet ¢emo da drugi redak
ima slijeve strane nule, a s desne broj 1, sto znadi da je za
a = 1 sustav kontradiktoran.

U slu€aju da je a = —2 vratimo se u tablicu na mjesto na
kojemu smo postavili taj uvjet i vidjet cemo da e se treci
redak sastojati od samih nula, Sto znaci da je on suviSan i
sustav bismo dalje rijesili kao i prije i dobili rjeSenje

1

+ 2y
= =
3 b, p

:C:’ = =
b, Yy 3

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak
Inv. matr. — Gauss

Rang matrice

Kronecker-Capelli

Linearne nejednadzbe




Primjer 32.

Tvornica radi tri mjesavine jogurta: Lipa-Naranca, tako

da uzima % jogurta od lipe i % Jjogurta od narance po litri;

Lipa-Limun, tako da uzima % Jjogurta od lipe i }1 jogurta
od limuna po litri; Naranéa-Limun, tako da uzima %
Jogurta od narance i % Jogurta od limuna po litri. Svaki
dan tvornica ima na raspolaganju 200 litara jogurta od
lipe, 162.5 litara jogurta od narance i 87.5 litara jogurta
od limuna. Koliko litara svake mjesavine treba napraviti
svaki dan ako se Zeli potrositi sav dostupni jogurt koji je

na raspolaganju?

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak
Inv. matr. — Gauss

Rang matrice

Kronecker-Capelli

Linearne nejednadzbe




Rjesenje.
Uvedimo sljedece oznake
x ——  broj litara jogurta Lipa-Naranca
y —— broj litara jogurta Lipa-Limun
z —— broj litara jogurta Naranéa-Limun
pri éemu su to oznake za broj litara pojedinih mjeSavina
koje tvornica dnevno treba proizvesti.

U tom sludaju tvornica potrosi %:c + %y litara jogurta od
lipe, %x I %z litara jogurta od narance i %y 4 %z litara

jogurta od limuna.

Zeli li se potrogiti sav dostupni jogurt, mora vrijediti

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak
Inv. matr. — Gauss
Rang matrice

Kronecker-Capelli

Linearne nejednadzbe




%x e %y = 200 Matematika (PITUP)

l § _ Prof.dr.sc. Blazenka
D + = 162.5 Divjak

ly+32=875

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
RijeSimo li se razlomaka dobivamo Sustav lin. jednadzbi

Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

22 + 3y = 800

Gaussov postupak
Inv. matr. — Gauss
21’ + 32 = 650 Rang matrice
Kronecker-Capelli
y+z =350

Linearne nejednadzbe
Dakle, problem se svodi na rjeSavanje sustava tri linearne
jednadZbe s tri nepoznanice. RijeSimo taj sustav
Gaussovim postupkom (u ovom trenutku niti ne znamo
da li je problem dobro postavljen, tj. da li sustav ima

uopce rjesenja i da li je rjeSenje jedinstveno pa je najbolje

krenuti Gaussovim postupkom).



r Yy =z
2 3 0| 800
2 0 3| 650
0 1 350

3 0| 800
2 -3 0 | —400
0 1 1| 350
2 3 0| 800
0 —6 0 |—1200
0 1 1| 350
1 2 0| 400
0 0| 200
0 1 1| 350
1 0 0| 100
0 1 0| 200
0 0 1| 150

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak
Inv. matr. — Gauss
Rang matrice

Kronecker-Capelli

Linearne nejednadzbe




Dobili smo da je
xr =100, y =200, =z = 150.

Dakle, Zeli li se potrositi sav dostupni jogurt, tvornica
dnevno mora proizvesti 100 litara jogurta Lipa-Naranca,
200 litara jogurta Lipa-Limun i 150 litara jogurta

Naran&a-Limun.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice

Kronecker-Capelli

Linearne nejednadzbe




Matematika (PITUP)

Sustavi linearnih nejednadzbi

Prof.dr.sc. BlaZzenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Linearna nejednadzba s n varijabli je izraz oblika S
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
a1z + asxo + ... _|__ AnTn <* b Gaussov postupak
Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
pri €emu umjesto znaka <* moze stajati <, >, < ili >. MRS
Homogeni sustav

Nadalje, a1, ao, ..., a, € R su koeficijenti varijabli,
b € R je slobodni koeficijent.

Rjesenje nejednadzbe je svaka uredena n-torka realnih

brojeva koja ju zadovoljava.




Matematika (PITUP)

Sustavi linearnih nejednadzbi s dvije

Prof.dr.sc. BlaZzenka
Divjak

varijable

avije varijable 1zavajamo Sustavi lin. jednadzbi
. . o . . . Linearna jednadzba
posebno zbog toga jer se oni mogu rjeSavati grafiki. Sustav lin. jodnadzbi

Rjesavanje — inv. matr.

Grafitko rjeSavanje sustava linearnih nejednadzbi s dvije

Rjesavanje — Det

Gaussov postupak

varijable temelji se na svojstvima pravca axz + by +c =0

Inv. matr. — Gauss

da on dijeli ravninu na tri dijela: Rang matrice

Kronecker-Capelli

@ s jedne strane pravca je poluravnina u kojoj leze pemoEsnissstay
tocke &ije koordinate (z,y) zadovoljavaju
nejednadzbu ax + by + ¢ < 0

@ na suprotnoj strani je poluravnina za ¢ije tocke
vrijedi az +by +c¢ >0

@ na samom pravcu su to¢ke koje zadovoljavaju

jednadzbu kojom je zadan pravac



2¢ + 3y <6

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli

Homogeni sustav




Postupak grafi¢kog rje$avanja linearne nejednadzbe

ax + by <* ¢ provodi se u dva koraka:
1 Nacrta se pripadni pravac ax + by = ¢

2 Koordinate jedne tocke izvan pravca uvrste se u zadanu
nejednadZbu i time se provjeri da li je ta poluravnina
grafi¢ko rjeSenje nejednadZbe. Ukoliko to nije sluéaj,
tocke koje zadovoljavaju nejednadzbu leZe u
poluravnini s druge strane pravca. Ako pravac ne
prolazi kroz ishodiste radi jednostavnosti preporuda se
koristiti to¢ka (0,0). Ako su nejednadzbe tipa < ili > u
grafi¢ko rjeSenje nisu uklju€eni rubovi poluravnina pa ih

onda crtamo isprekidanom linijom.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli

Homogeni sustav




Primjer 33.
Rijesite graficki sustav nejednadzbi

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli

Homogeni sustav




Matematika (PITUP)

Primjer 33. Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak
Rijesite graficki sustav nejednadzbi

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
=0t <1
tySs Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
31" + 2y g 6 Rjesavanje — Det
Gaussov postupak
y 2 O Inv. matr. — Gauss

Rang matrice
Kronecker-Capelli

e s
RjeSenje.

Svakoj od nejednadZbi pripada jedna od poluravnina kao
rjeSenje te nejednadzbe. U presjeku tih poluravnina
nalaze se toc¢ke koje zadovoljavaju sve tri nejednadzbe.
Taj se skup zove poliedar rjeSenja. RjeSenje ovog

sustava prikazano je na sljedecoj slici.




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli

Homogeni sustav




Na slici su oznadena i neka posebna rjesenja:

o Vrdna rieSenja: Vi(—1,0), V5(2,0), V3(%,2)

o Jedno rubno rjesenje: 7). (1, 3)

o Jedno unutarnje ili stabilno rjesenje: 7, (1, )
U ovom primjeru vr8na rjeSenja zadovoljavaju po dvije
nejednadZbe kao jednakosti, a jednu kao strogu
nejednakost.
Rubno rjesenje zadovoljava jednu nejednadZzbu kao
jednakost.
Unutarnje rjeSenje zadovoljava sve zadane nejednadZbe

kao stroge nejednakosti.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli

Homogeni sustav




Primjer 34.

Rijesite grafi¢ki sustav nejednadzbi

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli

Homogeni sustav




Matematika (PITUP)

Primjer 34.

Prof.dr.sc. Blazenka

Rijesite graficki sustav nejednadzbi Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
—x + Yy < 1 Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
< 6 Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
3 Gaussov postupak
Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli
o v . Homogeni sustav
Rjesenje. S
Zadani sustav nejednadzbi nema rjeSenja (kontradiktoran
je). Naime, totke koje zadovoljavaju prve dvije
nejednadZbe na slici se nalaze u zelenom dijelu ravnine, a
tocke koje zadovoljavaju tre¢u nejednadzbu nalaze se u
zutom dijelu ravnine. Kako se ta dva skupa ne sijeku, ne

postoji to¢ka koja bi zadovoljavala sve tri nejednadzbe.




Matematika (PITUP)

5t Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Ll Riesavanje — Det
Gaussov postupak
Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli

Homogeni sustav




Primjer 35.

Rijesite graficki sustav nejednadzbi

—r+y<1
3x+2y <6

WV

Y>3

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli

Homogeni sustav




Matematika (PITUP)

Primjer 35.

Prof.dr.sc. Blazenka

Rijesite graficki sustav nejednadzbi Divjak
Sustavi lin. jednadzbi
-z + ) < 1 Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
3./1/‘ + 2y < 6 Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
y 2 % Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss

Rang matrice
Kronecker-Capelli
Rj ege nj e. Homogeni sustav
Zadani sustav nejednadzbi ima samo jedno rjeSenje
(é 9
575
nejednadZbe na slici se nalaze u zelenom dijelu ravnine, a

). Naime, tocke koje zadovoljavaju prve dvije

tocke koje zadovoljavaju tre¢u nejednadzbu nalaze se u

Zutom dijelu ravnine. Sa slike vidimo da se ta dva skupa

sijeku u samo jednoj tozki (3,2).




WV

[Sy1i<]

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli

Homogeni sustav




Primjer 36.

Rijesite graficki sustav nejednadzbi

3z 4+ 2y > 2
3r+2y <6

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli

Homogeni sustav




Matematika (PITUP)

Primjer 36. Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak
Rijesite graficki sustav nejednadZzbi
Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
3:1: + 2y > 2 Sustav lin. jednadzbi

Rjesavanje — inv. matr.
3:1: + 2y g 6 Rjesavanje — Det

Gaussov postupak
Inv. matr. — Gauss

Rang matrice

Rjeéerlje . Kronecker-Capelli

Homogeni sustav

Pravci 3z + 2y = 2 i 3x + 2y = 6 su paralelni, a rjeSenje
zadanog sustava nejednadzbi su sve tocke izmedu ta dva
pravca uklju¢ujuéi pravac 3z + 2y = 6, ali ne ukljuujudi
pravac 3z + 2y = 2 (zbog stroge nejednakosti u prvoj
nejednadzbi). Zato je pravac 3z + 2y = 2 na slici nacrtan

isprekidanom linijom.




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli

Homogeni sustav




Primjer 37.

Rijesite grafi¢ki sustav nejednadzbi

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli

Homogeni sustav




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka

Primjer 37. Biiak

Rijesite graficki sustav nejednadzbi Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
2 Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
6 Gaussov postupak
Inv. matr. — Gauss
a5 2 O Rang matrice
Kronecker-Capelli
0

Homogeni sustav

Rjesenje.
Kako su pravci 3z + 2y = 2 i 3 + 2y = 6 paralelni,

rjeSenje je trapez prikazan na slici.




1.5

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli

Homogeni sustav




Matematika (PITUP)

Opce rjesenje sustava nejednadzbi

Prof.dr.sc. BlaZzenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba

U opcem slucaju sustav nejednadzbi ima beskonacno Zt o Bl
jeSavanje — inv. matr.

mnOgO rJegenJa R;eéavan;ef Det
Gaussov postupak

U slu€aju neodredenog sustava jednadzbi njegova rjeSenja 'Rg“‘t’c

su okarakterizirana pomocu parametara. Kronecker-Capell

Homogeni sustav

Postavlja se pitanje kako dobiti opce rjeSenje sustava
nejednadzbi. Nazalost, u ovom slu¢aju ne mogu se
primijeniti ekvivalentne transformacije na kojima se

temeljio Gaussov postupak. Pogledajmo zasto.




Primjer 38.

Rijesite sustav nejednadzbi

z+y>1
—3r+2y <6

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli

Homogeni sustav




Primjer 38.

Rijesite sustav nejednadzbi

z+y>1
—3r+2y <6

Rjesenje.

Kada bi se radilo o jednadZbama mogli bismo eliminirati
varijablu x mnozenjem prve jednadZbe s 3 i pribrajanjem
drugoj. Medutim, ovdje se radi o nejednadzbama pa

bismo uz ovakvu transformaciju imali problem

odredivanja smisla nejednakosti u dobivenoj nejednadzbi.

Ovakvu transformaciju smjeli bismo primjenjivati ukoliko

bi obje nejednadZbe sadrzavale isti znak nejednakosti.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli

Homogeni sustav




Matematika (PITUP)

Elementarne transformacije sustava

Prof.dr.sc. BlaZzenka
. ~vp Divjak

nejednadzbi

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba

Sustav lin. jednadzbi

Ako je Zadana nejednadiba A <* By pri éemu su A I B Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

algebarski izrazi, a C je realni broj ili algebarski izraz,

Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss

tada su nejednadzbe
0o A+C<*B+C
o A-C<*B-C
0zaC>0, AC <* BC
0 za(C <0, AC >* BC

Rang matrice
Kronecker-Capelli

Homogeni sustav

ekvivalentne zadanoj, pri éemu je znak >* po smislu

nejednakosti suprotan znaku <*.




Matematika (PITUP)

Dopunske varijable

Prof.dr.sc. BlaZzenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Sustavu linearnih nejednadZbi moze se uvodenjem Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi

dopunskih varijabli pridruziti ekvivalentni sustav linearnih Riesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det

jed nadibi . Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss

Tako, npr. nejednadzbi A < B moZemo pridruZiti

Rang matrice

jednadZbu dodavanjem lijevoj strani nenegativne varijable ::e;keca':e"
u koja za razli¢ita rjeSenja te nejednadzbe poprima
vrijednosti razlike izmedu njezine desne i lijeve strane.
Ukoliko se radi o nejednadZbi sa znakom >, tada
nenegativnu varijablu treba oduzeti od lijeve strane (ili ju

dodati desnoj) da bi se dobila jednadzba.




Primjer 39.

Sustavu nejednadzbi

=i 4F 1

Y
3z + 2y
Y

A\VARV/AN/A

6
0

pridruZite ekvivalentni sustav jednadZbi.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli

Homogeni sustav




Primjer 39.

Sustavu nejednadzbi

=i 4F 1

Y
3z + 2y
Y

A\VARV/AN/A

6
0

pridruZite ekvivalentni sustav jednadZbi.

Rjesenje.

Pridruzeni ekvivalentni sustav glasi
—r+y+u =1
3z 42y +ux =6

y—us=20

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli

Homogeni sustav




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka

Varijable uy, us i uz zovu se dopunske ili oslabljene Divjak

varijable. Pridjev "oslabljene” oznalava da postoji uvjet

Sustavi lin. jednadzbi

na nj i h oV iZ bOI’ . Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi

Ovaj progireni sustav linearnih jednadZbi moZe se rjeSavati e = i, e

- . . o2 Rjesavanje — Det
Gaussovim postupkom. U pravilu se taj sustav rjeSava

Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss

tako da se kao bazi¢ne varijable pojavljuju one varijable s

Rang matrice
Kronecker-Capelli

kojima je zadan poletni sustav nejednadzbi (tzv.

Homogeni sustav

strukturne varijable), a dopunske varijable se javljaju
kao parametri.

Ovisno o odnosu broja nejednadzbi i broja strukturnih
varijabli, u opéem rjeSenju se uz dopunske varijable mogu

pojaviti i neke od strukturnih varijabli.




Matematika (PITUP)

RijeSimo sada pridruZeni sustav linearnih jednadzbi tako

Prof.dr.sc. Blazenka
da varijable w1 i us uzmemo za parametre. Naime, vidjet Divjak

¢emo da imamo tri nezavisne jednadzbe i 5 nepoznanica Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba

pa je broj potrebnih parametara jednak 5 — 3 = 2.

Sustav lin. jednadzbi

Rjesavanje — inv. matr.

Rjesavanje — Det
& Y @1 u2 u3 Gaussov postupak
1 1 0 0 1 / .3 Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
3 2 0 1 0 6 + Kronecker-Capelli
Homogeni sustav
0 1 0 0 —-1(0
-1 1 1 0 0 1 J +
0 3 1 01]9 /-F ] /-3
0 1 0 0 1|0 +
2 1 4
-1 0 5 -5 0]|—3
0 5 3 1 0 9
3 1 9
0 0 -5 -5 -1]-5




Opce rjedenje sustava je

.’E:§+5U—SU2
-9 _3, _1
Yy=135 —5U1— 5U2
9 1
U3:5—3u—5u2

No, ne zaboravimo da su w1, us, us > 0. Stoga zbog

ug = 0 iz treCe jednakosti slijedi

odnosno

3ui +ug <9,

odnosno

ug <9 —3uy.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli

Homogeni sustav




Matematika (PITUP)

Sadaizu; =0, us > 0i us < 9 — 3uy slijedi

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak
0<u; <3, 0<us <9—3u;.
Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba

Dakle, opce rjesenje zadanog sustava linearnih Sustav lin. jednadzbi
. ol Rjesavanje — inv. matr.
nejednadzbi je Rjesavanie — Det
Gaussov postupak
4 Inv. matr. — Gauss
xr = 5 + gul - SUQ Rang matrice
9 3 1 Kronecker-Capelli
y = g — gul — EU2 Homogeni sustav
0<u <3, 0<u<9-3uy

Sjetimo se da smo veé prije taj sustav rijesili , a
sada smo sva ta rjeSenja zapisali algebarski pomocu
dopunskih varijabli u; i us koje moraju zadovoljavati i

neke gore navedene uvjete.




Da bismo dobili neko posebno rjesenje potrebno je:

o lzabrati vrijednost parametra u; u skladu s prvim od
dva uvjeta

@ lzradunati gornju granicu za interval u kojemu se
smije birati vrijednost parametra uy za ve¢ odabranu

vrijednost parametra u;

@ lzabrati vrijednost za parametar uo

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli

Homogeni sustav




Matematika (PITUP)

Posebna rjeSenja zadanog sustava koja su oznacena na

Prof.dr.sc. Blazenka

dobiju se za sljedece kombinacije ovih parametara:

Divjak
Uy U2 Rje§enje Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
0 9 Vl ( -1 ) 0) Sustav lin. jednadzbi
4 9 Rjesavanje — inv. matr.
0 O ‘/3 ( 5E 5) Rje3avanje — Det
3 0 ‘/2 (2, O) IGaussov postupak
nv. matr. — Gauss
l § Rang matrice
2 O TT (1 12 ) Kronecker-Capelli
% 2 Tu (1 0 %) Homogeni sustav

Uocite da vrsna rjeSenja dobijemo kada uzmemo rubne
vrijednosti za dopunske varijable u; i us. Rubno rjesenje
dobijemo kada jedna od dopunskih varijabli ima rubnu
vrijednost, a druga nema rubnu vrijednost, a unutarnje

rjeSenje dobijemo kada niti jedna dopunska varijabla

nema rubnu vrijednost.



Naime, dobili smo da je
0<u €3, 0<u<9—3u;.

Za u; = 0 mora biti 0 < ug < 9. Stogazau; =01
‘—;,g), azauy =0i
uz = 9 dobijemo vr¥no rjesenje V1 (—1,0).

uo = 0 dobijemo vr¥no rjesenje Vg(

Za u; = 3 mora biti ug = 0 pa dobijemo i trece vrsno
rjeSenje V2(2,0).

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli

Homogeni sustav




Napomena.

Mogli bismo opcenito definirati vr§na, rubna i unutarnja
rjeSenja za bilo koji sustav linearnih nejednadZbi s
proizvoljno kona&no mnogo varijabli. Kratko receno,
vréna rjeSenja su ona rjeSenja koja dobijemo kada za sve
dopunske varijable uzmemo odgovarajuce rubne
vrijednosti, rubna rjeSenja su ona kod kojih je za barem
jednu dopunsku varijablu uzeta rubna vrijednost, a
unutarnja rjeSenja su ona kod kojih niti jedna dopunska

varijabla nema rubnu vrijednost.

Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli

Homogeni sustav




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka
. ™ e . . . Divjak
Kada imamo vise varijabli moZemo razlikovati rubove e

raznih dimenzija, npr. kada bismo imali tri varijable i ako Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba

bismo " grafi€ki” rjeSavali sustav, tada bismo se nalazili u Sustav Iint jednadzbi

Rjesavanje — inv. matr.

prostoru pa bismo kao rjeSenje u nekom specijalnom

Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

slu€aju dobili poliedar, koji ima vrhove (vrina rjesenja ili

Inv. matr. — Gauss

rubovi dimenzije 0), bridove (rubovi dimenzije 1) i strane e
Kronecker-Capelli
(rubovi dimenzije 2). Opéenito, u n-dimenzionalnom Homogeni sustav

afinom prostoru rub dimenzije k zovemo k-strana. Mi
ovdje ne¢emo ulaziti u tolike detalje. Sve ovo ovdje smo
rekli vide na intuitivnom nivou (dakle, ne bag matematiZki

strogo) motivirani primjerima sa dvije varijable.




Necemo uvijek imati vrina rjeSenja. Sjetimo se
kojeg smo graficki rijesili i kao rjeSenje smo

dobili dio ravnine omeden s dva paralelna pravca.

Sa slike je jasno da nemamo vr3nih rje¥enja, barem ne u

onom smislu na koji mi intuitivno pojmimo vr$no rjeSenje.

Da li bismo dobili isti zaklju¢ak da taj sustav nismo
rjeSavali grafi¢ki, nego da smo ga rjesavali preko
dopunskih varijabli i na koji bismo uopée nacin mogli
zakljuéiti da nema vrinih rjesenja? Pogledajmo Sto se tu

zapravo dogada.

Matematika (PITUP)
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Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli

Homogeni sustav




Matematika (PITUP)

Sustav je bio zadan sa Prof.dr.sc. Blazenka
Divjak
3z -+ 2y > 2 Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
3z =F 2y < 6 Sustav lin. jednadzbi

Rjesavanje — inv. matr.

) ) ) . ) . . Rjesavanje — Det
Njemu pridruzimo ekvivalentni sustav jednadzbi Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss

Rang matrice
355 aF 2y aF Uy = 6 Kronecker-Capelli

Homogeni sustav

3x 42y —up =2
Uy = 0, us >0
ug mora biti strogo veéi od nule jer je prva nejednakost

stroga. Rijedimo li taj sustav Gaussovim postupkom,

dobivamo




Matematika (PITUP)

ur U2 Prof.dr.sc. Blazenka

Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

1 O 6 Linearna jednadzba

Sustav lin. jednadzbi

owwHH

S NN N
[ R
I =
—_
[CRENCN
~
T
—
N}
+

— 1 — 1 —4 Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak
. - a a . . Inv. matr. — Gauss
Stoga je opce rjeSenje pridruZenog sustava jednadzbi Rang matrice

Kronecker-Capelli

3 Homogeni sustav

—9q_1, . _3
y=3—35u; — 35z

U2:4—U1

Dakle, ovdje ne moZemo istovremeno uzeti varijable z i y
za bazi¢ne, nego smo morali jednu dopunsku varijablu
uzeti za bazi¢nu, a jednu od strukturnih varijabli za

parametar.




No zbog uvjeta u; = 0 i ug > 0 iz druge jednakosti slijedi
4 —wuy >0,

odnosno, sve zajedno
0<u <4.

Stoga je opce rjeSenje zadanog sustava nejednadzbi

y=3— ul—%x

0<u; <4, xR

Uotite da na parametar x nemamo nikakvih uvjeta jer on
nije dopunska varijabla, njega nismo dodatno uvodili, on
je od poletka bio u zadanom sustavu nejednadzbi kao

nepoznanica koju smo morali uzeti za parametar.

Matematika (PITUP)
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Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli

Homogeni sustav




Uocavamo da nam je u opéem rjeSenju nestala dopunska
varijabla ug koju smo uveli. To nam upravo govori da

ne¢emo imati vrinih rjesenja.

S druge strane, gornja granica za u; je stroga, $to znadi
da ¢emo imati jedan rub manje, a sa je to i jasno
jer za u; = 4 dobijemo pravac 3x + 2y = 2 kojeg smo
morali izbaciti (zato smo ga crtali isprekidanom linijom)
zbog stoge nejednakosti. Za u; = 0 dobijemo pravac

3x + 2y = 6 koji jest rub, Sto vidimo i sa

Matematika (PITUP)
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Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli

Homogeni sustav




Matematika (PITUP)

Prof.dr.sc. Blazenka

Nadalje, na parametar z nemamo nikakvih uvjeta, Sto je i Divjak

sa jasno jer se skup rjeSenja duz x-osi proteZe u Sustavi lin. jednadzbi

v .« - . . Linearna jednadzba
beskonacnost, pa x moZe biti proizvoljan. Sa Sustou lin, ednadbi
Rjesavanje — inv. matr.

vidimo da za fiksni x, ¥ mora biti u odredenim

Rjesavanje — Det

granicama, a to u opéem rjeSenju kontroliramo sa Gaussoy postupak

Inv. matr. — Gauss
parametrom u; na kojeg imamo uvjet 0 < up < 4. Rang matrice
Kronecker-Capelli

Homogeni sustav

Naravno, mogli smo uzeti i obrnuto, da y bude
proizvoljan, a da = onda kontroliramo sa u; za fiksni y,
ali to smo onda trebali napraviti kod rjeSavanja
pridruZzenog sustava jednadzbi tako da uzmemo y za

parametar, a  za bazi¢nu varijablu.
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Primjer 40.

Prof.dr.sc. Blazenka

Odredite opce rjesenje sustava Divjak

Sustavi lin. jednadzbi
Ty — 222 + 3 Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det

<0
—2x1 — T2+ 2x3 >0
=0

_1'1 - 31'2 + 31'3 Gaussov postupak
Inv. matr. — Gauss
Rang matrice

Kronecker-Capelli

Homogeni sustav




Primjer 40.

Odredite opce rjesenje sustava

1 — 229 +23 <0
—2x1 — T2+ 2x3 >0
=0

—x1 — 3T2 + 373

Rjesenje.
Pridruzeni sustav linearnih jednadzbi je
1 —2x9+x3+u; =0
—2x1 — o+ 2x3 —us =0
—x1 — 312 +3x3 —uz =0

uy, ug,uz = 0

Matematika (PITUP)
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Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli

Homogeni sustav




Rijesimo li pripadni sustav Gaussovim postupkom

dobivamo

3 1 2
1'1:31' —gu _5u2

4 2 1
Ty = §T3 + FUL — FU2

Uz = —up + U2
Zbog uq,ug,ug = 0 iz trece jednakosti slijedi
—uy + ug = 0,

odnosno sve zajedno

Matematika (PITUP)
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Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli

Homogeni sustav
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Stoga je opce rjeSenje zadanog sustava nejednadZbi "’°f-"';‘?;‘i'aie"ka
ivja
T = gaj3 — %Ul — %’U/Q Sustavi lin. jednadzbi
Linearna jednadzba
Ty = %13 =+ %u — %U2 Stlstav Ii|-1. jetinadibi
Rjesavanje — inv. matr.
0 < Ul < U9 Rjesavanje — Det
Gaussov postupak
Inv. matr. — Gauss
Primijetimo da nam je opet nestala jedna dopunska Rang matrice
Kronecker-Capelli
varijabla, Sto zapravo znadi da nece biti vrsnih rjeSenja. Homogeni sustav

Geometrijski se zapravo radi o tri ravnine u prostoru koje
se sijeku po pravcu, rjeSenje sustava nejednadzbi je dio
prostora izmedu ravnina x1 — 2xo +x3 =0 i

—x1 — 3x2 + 3x3 = 0 (na slici, dio prostora ispod crvene

ravnine, a iznad plave ravnine).




X3
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Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice
Kronecker-Capelli

Homogeni sustav



Za u; = uz = 0 dobit éemo rub dimenzije 1, tj. pravac
po kojemu se ravnine sijeku, a za u; = 0 dobit ¢emo rub
dimenzije 2, tj. dio ravnine z1 — 2z + x3 = 0 (dio crvene
ravnine), a za ug = u; (rubna vrijednost parametra us)
dobit ¢emo rub dimenzije 2, tj. dio ravnine

—x1 — 322 + 3x3 = 0 (dio plave ravnine).
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Divjak

Sustavi lin. jednadzbi

Linearna jednadzba
Sustav lin. jednadzbi
Rjesavanje — inv. matr.
Rjesavanje — Det
Gaussov postupak

Inv. matr. — Gauss
Rang matrice

Kronecker-Capelli

Homogeni sustav
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